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可積分系の解 −→ Casorati 行列式





戸田格子（１次元，２次元）
sinh-Gordon

sine-Gordon

それらの離散化 etc.





ソリトン解
分子解

etc.

双線形方程式＝行列式の恒等式
（Plücker 関係式）

¶ ³

もう一つの行列式表示

Gram 行列式（Gramian）
µ ´
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sine-Gordon と Casorati 行列式解（復習）

∂2θ

∂x∂y
= −4 sin θ θ =

1

i

(
2 log

τ1

τ0
− log λ

)

τn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f
(1)
n · · · f

(1)
n+N−1

... ...

f
(N)
n · · · f

(N)
n+N−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ =

N∏

i=1

p2
i

f
(k)
n = pn

k e
pkx− y

pk
+ηk0 + (−pk)n e

−pkx+ y
pk

+ξk0

θが実数値をとるためには……
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『x, yが実数ならばθが実数』

という条件を満足させたい．

⇒ 行列式解の中のパラメータの特殊化

ηk0 = −ξk0 =
π

4
i pk ∈ R

¶ ³

解に対する付加条件をどうやって
満足させるか．

Gram 行列式を利用する．
µ ´
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Gram 行列式とは
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(ϕ1, ϕ1) (ϕ1, ϕ2) · · · (ϕ1, ϕN )

(ϕ2, ϕ1) (ϕ2, ϕ2) · · · (ϕ2, ϕN )

... ... ...

(ϕN , ϕ1) (ϕN , ϕ2) · · · (ϕN , ϕN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(ϕi, ϕj)はϕiとϕjの内積

例

(ϕi, ϕj) =

∫ b

a
ϕi(x)ϕj(x)dx
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（可積分系の文脈での）Gram 行列式

τ (x, y, · · · ) = det
1≤i,j≤N

(
cij +

∫ x
ϕi(x

′, y, · · · )ψj(x
′, y, · · · )dx′

)

cij：積分定数

ϕi, ψj は線形微／差分方程式をみたす
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Casorati（復習）

τn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f
(1)
n · · · f

(1)
n+N−1

... ...

f
(N)
n · · · f

(N)
n+N−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

は２次元戸田格子方程式（双線形形式）
1

2
DxDyτn · τn = τn+1τn−1 − τ2

n

をみたす．ただし
∂

∂x
f

(k)
n = f

(k)
n+1

∂

∂y
f

(k)
n = −f

(k)
n−1
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mij = cij +

∫ x
ϕi(x)ψj(x)dx に対し，

¶ ³

∂mij

∂x
= ϕiψj

µ ´
ϕi, ψjが

∂2

∂x∂y
ϕi = −ϕi

∂2

∂x∂y
ψj = −ψj

をみたすなら
∂mij

∂y
=

∫ x (
∂ϕi

∂y
ψj + ϕi

∂ψj

∂y

)
dx

= −
∫ x ∂

∂x

(
∂ϕi

∂y

∂ψj

∂y

)
dx

¶ ³

∂mij

∂y
= −∂ϕi

∂y

∂ψj

∂y
µ ´
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ϕi, ψjが

∂xϕi(n) = ϕi(n + 1) ∂xψj(n) = −ψj(n− 1)

をみたすなら

mij(n + 1)−mij(n) =

∫ x (
ϕi(n + 1)ψj(n + 1)− ϕi(n)ψj(n)

)
dx

=

∫ x {(
∂xϕi(n)

)
ψj(n + 1) + ϕi(n)∂xψj(n + 1)

}
dx

=

∫ x
∂x

(
ϕi(n)ψj(n + 1)

)
dx

¶ ³

mij(n + 1) = mij(n) + ϕi(n)ψj(n + 1)
µ ´
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Gram

τn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

mn
11 mn

12 · · · mn
1N

mn
21 mn

22 · · · mn
2N

... ... ...

mn
N1 mn

N2 · · · mn
NN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

は２次元戸田格子方程式（双線形形式）
1

2
DxDyτn · τn = τn+1τn−1 − τ2

n

をみたす．ただし

9



∂xm
n
ij = ϕn

i ψn
j

∂ym
n
ij = −(∂yϕ

n
i )(∂yψ

n
j )

mn+1
ij = mn

ij + ϕn
i ψn+1

j

∂x∂yϕ
n
i = −ϕn

i ∂x∂yψ
n
i = −ψn

i

∂xϕ
n
i = ϕn+1

i ∂xψ
n
j = −ψn−1

j

(
∂yϕ

n
i = −ϕn−1

i ∂yψ
n
j = ψn+1

j

)
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定理

A =




a11 a12 · · · a1N

a21 a22 · · · a2N
... ... ...

aN1 aN2 · · · aNN


 に対して

∂x|A| =

N∑

j=1

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · ∂xa1j · · · a1N
... ... ...

aN1 · · · ∂xaNj · · · aNN

∣∣∣∣∣∣∣
————————————————————————————

Casorati (Wronskian)の微分

τ = det(f
(i)
j )N×N = |0, 1, · · · , N − 1| ∂xf

(i)
j = f

(i)
j+1

に対して
∂xτ = |0, 1, · · · , N − 2, N |
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定理
A =




a11 · · · a1N
... ...

aN1 · · · aNN




∆ij =（Aの(i, j)余因子）

に対して

∂x|A| =

N∑

i=1

N∑

j=1

∆ij ∂xaij

証明

∂x|A| =

N∑

i=1

N∑

j=1

∂|A|
∂aij︸ ︷︷ ︸

∂aij

∂x

=
∆ij
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定理
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1N b1

a21 a22 · · · a2N b2
... ... ... ...

aN1 aN2 · · · aNN bN
c1 c2 · · · cN 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −
N∑

i=1

N∑

j=1

∆ij bicj

ただし

∆ij =







a11 · · · a1N
... ...

aN1 · · · aNN


の (i, j)余因子




ĵ

<

= (−1)i+j

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1N

... ...

aN1 · · · aNN

∣∣∣∣∣∣∣∣
< î
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Gramian の微分

τ = det(mij)N×N ∂xmij = ϕiψj

に対して

∂xτ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m11 · · · m1N ϕ1
... ... ...

mN1 · · · mNN ϕN

−ψ1 · · · −ψN 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

証明
∂xτ =

N∑

i=1

N∑

j=1

∆ij ∂xmij =

N∑

i=1

N∑

j=1

∆ij ϕiψj

=

∣∣∣∣∣
mij ϕi

−ψj 0

∣∣∣∣∣
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∂xmij = ϕiψj ∂ymij = −(∂yϕi)(∂yψj)

のとき

∂x

∣∣∣mij

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
mij ϕi

−ψj 0

∣∣∣∣∣ ∂y

∣∣∣mij

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
mij ∂yϕi

∂yψj 0

∣∣∣∣∣
さらに，∂x∂yϕi = −ϕi, ∂x∂yψj = −ψjのとき

∂x∂y

∣∣∣mij

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

mij ∂yϕi ϕi

∂yψj 0 −1

−ψj 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣mij

∣∣∣
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∵ ∂x∂y

∣∣∣mij

∣∣∣ = ∂x

∣∣∣∣∣
mij ∂yϕi

∂yψj 0

∣∣∣∣∣

=

N+1∑

i=1

N+1∑

j=1

∆̃ij ∂x

(
(i, j)成分

)

∆̃ijは(N + 1)× (N + 1)行列の余因子

=

N∑

i=1

N∑

j=1

∆̃ij ∂xmij︸ ︷︷ ︸ +

N∑

i=1

∆̃i,N+1 ∂x∂yϕi︸ ︷︷ ︸ +

N∑

j=1

∆̃N+1,j ∂x∂yψj︸ ︷︷ ︸

= = =

ϕiψj − ϕi − ψj
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=

N∑

i=1

N∑

j=1

∆̃ij ∂xmij︸ ︷︷ ︸ +

N∑

i=1

∆̃i,N+1 ∂x∂yϕi︸ ︷︷ ︸ +

N∑

j=1

∆̃N+1,j ∂x∂yψj︸ ︷︷ ︸

= = =

ϕiψj − ϕi − ψj

∆̃ijは(N + 1)× (N + 1)行列

(
mij ∂yϕi

∂yψj 0

)
の余因子

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

mij ∂yϕi ϕi

∂yψj 0 0

−ψj 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
mij −ϕi

∂yψj 0

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
mij ∂yϕi

−ψj 0

∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣

mij ∂yϕi ϕi

∂yψj 0 0

−ψj 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
mij −ϕi

∂yψj 0

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
mij ∂yϕi

−ψj 0

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

mij ∂yϕi ϕi

∂yψj 0 0

−ψj 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
mij ∂yϕi

−ψj 1

∣∣∣∣∣−
∣∣∣mij

∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

mij ∂yϕi ϕi

∂yψj 0 −1

−ψj 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣mij

∣∣∣
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mn+1
ij = mn

ij + ϕn
i ψn+1

j のとき

∣∣∣∣∣∣∣

mn+1
11 · · · mn+1

1N
... ...

mn+1
N1 · · · mn+1

NN

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

mn
11 + ϕn

1ψ
n+1
1 · · · mn

1N + ϕn
1ψ

n+1
N

... ...

mn
N1 + ϕn

Nψn+1
1 · · · mn

NN + ϕn
Nψn+1

N

∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

mn
11 + ϕn

1ψ
n+1
1 · · · mn

1N + ϕn
1ψ

n+1
N ϕn

1
... ... ...

mn
N1 + ϕn

Nψn+1
1 · · · mn

NN + ϕn
Nψn+1

N ϕn
N

0 · · · 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

mn
11 · · · mn

1N ϕn
1

... ... ...

mn
N1 · · · mn

NN ϕn
N

−ψn+1
1 · · · −ψn+1

N 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

また，mn−1
ij = mn

ij − ϕn−1
i ψn

j なので

∣∣∣mn−1
ij

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
mn

ij ϕn−1
i

ψn
j 1

∣∣∣∣∣
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（まとめ）
∂xm

n
ij = ϕn

i ψn
j ∂ym

n
ij = −(∂yϕ

n
i )(∂yψ

n
j )

mn+1
ij = mn

ij + ϕn
i ψn+1

j

∂xϕ
n
i = ϕn+1

i ∂yϕ
n
i = −ϕn−1

i

∂xψ
n
j = −ψn−1

j ∂yψ
n
j = ψn+1

j

のとき

∂x

∣∣∣mn
ij

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
mn

ij ϕn
i

−ψn
j 0

∣∣∣∣∣ ∂y

∣∣∣mn
ij

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
mn

ij ∂yϕ
n
i

∂yψ
n
j 0

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
mn

ij −ϕn−1
i

ψn+1
j 0

∣∣∣∣∣

(∂x∂y + 1)
∣∣∣mn

ij

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣

mn
ij ∂yϕ

n
i ϕn

i

∂yψ
n
j 0 −1

−ψn
j 1 0

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

mn
ij −ϕn−1

i ϕn
i

ψn+1
j 0 −1

−ψn
j 1 0

∣∣∣∣∣∣∣
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∣∣∣mn+1
ij

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
mn

ij ϕn
i

−ψn+1
j 1

∣∣∣∣∣
∣∣∣mn−1

ij

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
mn

ij ϕn−1
i

ψn
j 1

∣∣∣∣∣
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定理（分子解の講義の復習）
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1N a1,N+1 a1,N+2
... ... ... ...

aN1 · · · aNN aN,N+1 aN,N+2

aN+1,1 · · · aN+1,N aN+1,N+1 aN+1,N+2

aN+2,1 · · · aN+2,N aN+2,N+1 aN+2,N+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

×

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1N
... ...

aN1 · · · aNN

∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1N a1,N+1
... ... ...

aN1 · · · aNN aN,N+1

aN+1,1 · · · aN+1,N aN+1,N+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,N+2

〃 ...

aN,N+2

aN+2,1 · · · aN+2,N aN+2,N+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,N+2

〃 ...

aN,N+2

aN+1,1 · · · aN+1,N aN+1,N+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,N+1

〃 ...

aN,N+1

aN+2,1 · · · aN+2,N aN+2,N+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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証明
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1N a1,N+1 a1,N+2
... ... ... ...

aN1 · · · aNN aN,N+1 aN,N+2

aN+1,1 · · · aN+1,N aN+1,N+1 aN+1,N+2

aN+2,1 · · · aN+2,N aN+2,N+1 aN+2,N+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

×

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1N
... ...

aN1 · · · aNN

∣∣∣∣∣∣∣

=

N+2∑
i=1

ai,N+2 ∆i,N+2

∣∣∣aij

∣∣∣
N×N

(
∆ijは (N + 2)× (N + 2)

行列の余因子

)

=

N+2∑
i=1

ai,N+2 ∆i,N+2

∣∣∣aij

∣∣∣
N×N ĵ

<

+

N∑
j=1

(
N+2∑
i=1

aij ∆i,N+2

)
(−1)j+N−1

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1N a1,N+2
... ... ...

aN1 · · · aNN aN,N+2

∣∣∣∣∣∣∣

23



=

N+2∑
i=1

ai,N+2 ∆i,N+2

∣∣∣aij

∣∣∣
N×N ĵ

<

+

N∑
j=1

(
N+2∑
i=1

aij ∆i,N+2

)
(−1)j+N−1

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1N a1,N+2
... ... ...

aN1 · · · aNN aN,N+2

∣∣∣∣∣∣∣

=

N+2∑
i=1

∆i,N+2




N∑
j=1

(−1)j+N−1aij

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1N a1,N+2
... ... ...

aN1 · · · aNN aN,N+2

∣∣∣∣∣∣∣
+ ai,N+2

∣∣∣aij

∣∣∣
N×N




ĵ
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=

N+2∑
i=1

∆i,N+2




N∑
j=1

(−1)j+N−1aij

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1N a1,N+2
... ... ...

aN1 · · · aNN aN,N+2

∣∣∣∣∣∣∣
+ ai,N+2

∣∣∣aij

∣∣∣
N×N




ĵ

=

N+2∑
i=1

∆i,N+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1N a1,N+2
... ... ...

aN1 · · · aNN aN,N+2

ai1 · · · aiN ai,N+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= ∆N+2,N+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1N a1,N+2
... ... ...

aN1 · · · aNN aN,N+2

aN+2,1 · · · aN+2,N aN+2,N+2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ ∆N+1,N+2

∣∣∣∣∣
aij ai,N+2

aN+1,j aN+1,N+2

∣∣∣∣∣
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∣∣∣∣∣∣∣

mn
ij −ϕn−1

i ϕn
i

ψn+1
j 0 −1

−ψn
j 1 0

∣∣∣∣∣∣∣
×

∣∣∣mn
ij

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
mn

ij −ϕn−1
i

ψn+1
j 0

∣∣∣∣∣×
∣∣∣∣∣

mn
ij ϕn

i

−ψn
j 0

∣∣∣∣∣

−
∣∣∣∣∣

mn
ij ϕn

i

ψn+1
j −1

∣∣∣∣∣×
∣∣∣∣∣

mn
ij −ϕn−1

i

−ψn
j 1

∣∣∣∣∣

(∂x∂y + 1)τn × τn = ∂yτn × ∂xτn − (−τn+1)τn−1

τn :=
∣∣∣mn

ij

∣∣∣
1
2DxDyτn · τn = τn+1τn−1 − τ2

n
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1. Gram 行列式の微分則，差分則

微分やシフトが縁つき Gram 行列式

で書ける．

2.行列式の恒等式

=⇒ 双線形方程式

27



¶ ³

N -soliton 解
µ ´

τn = det
(
mn

ij

)
N×N

= det

(
cij +

∫ x
ϕn

i ψn
j dx

)

N×N

において
cij = δij

ϕn
i = αi p

n
i e

pix− 1
pi

y

ψn
j = βj (−qj)

−n e
qjx− 1

qj
y

ととる．このとき， mn
ij = δij +

1

pi + qj
ϕn

i ψn
j
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τn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +
ϕ1ψ1

p1 + q1

ϕ1ψ2

p1 + q2
· · · ϕ1ψN

p1 + qN

ϕ2ψ1

p2 + q1
1 +

ϕ2ψ2

p2 + q2
· · · ϕ2ψN

p2 + qN

... ... . . . ...

ϕNψ1

pN + q1

ϕNψ2

pN + q2
· · · 1 +

ϕNψN

pN + qN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Fredholm 行列式

A =
(
aij

)
N×N

I =
(
δij

)
N×N

として

F = det
(
I + A

)

= 1 +

N∑

i=1

aii +
∑

1≤i<j≤N

∣∣∣∣∣
aii aij

aji ajj

∣∣∣∣∣

+
∑

1≤i<j<k≤N

∣∣∣∣∣∣∣

aii aij aik

aji ajj ajk

aki akj akk

∣∣∣∣∣∣∣
+ · · · +

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1N
...

aN1 · · · aNN

∣∣∣∣∣∣∣
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τn = 1 +

N∑
i=1

ϕiψi

pi + qi
+

∑

1≤i<j≤N

∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕiψi

pi + qi

ϕiψj

pi + qj

ϕjψi

pj + qi

ϕjψj

pj + qj

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ · · ·

· · · +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1ψ1

p1 + q1
· · · ϕ1ψN

p1 + qN
... ...

ϕNψ1

pN + q1
· · · ϕNψN

pN + qN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1 +

N∑
i=1

1

pi + qi
ϕiψi +

∑

1≤i<j≤N

∣∣∣∣∣∣∣∣

1

pi + qi

1

pi + qj

1

pj + qi

1

pj + qj

∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕiϕjψiψj

+ · · · +
∣∣∣∣

1

pi + qj

∣∣∣∣
N×N

ϕ1ϕ2 · · ·ϕNψ1ψ2 · · ·ψN
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¶ ³

簡約
µ ´

解に制限を加えて，方程式をえる．

☆１次元戸田格子

¶ ³

要請： ∂xτn = ∂yτn
µ ´

このとき

1

2
D2

x τn · τn = τn+1τn−1 − τ2
n
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τn = det

(
δij +

1

pi + qj
ϕiψj

)

N×N

=




N∏

i=1

ϕi


 det

(
δij

1

ϕi
+

ψj

pi + qj

)
= det

(
δij

ϕj

ϕi
+

ϕjψj

pi + qj

)

= det

(
δij +

1

pi + qj
ϕjψj

)

ϕjψj = αjβj

(
−pj

qj

)n

e

(pj + qj)x−
(

1
pj

+ 1
qj

)
y

y
¶ ³

qj = − 1

pj
µ ´

とえらぶと
(

pj −
1

pj

)
x +

(
pj −

1

pj

)
y

∂x(ϕjψj) = ∂y(ϕjψj) ∴ ∂xτn = ∂yτn
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☆ sinh-Gordon , sine-Gordon

¶ ³

要請： τn+2 = τn
µ ´

このとき f = τ0 , g = τ1 に対して

1

2
DxDy f · f = g2 − f2

1

2
DxDy g · g = f2 − g2
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τn = det

(
δij +

1

pi + qj
ϕjψj

)

ϕjψj = αjβj

(
−pj

qj

)n

e
(pj+qj)x−

(
1
pj

+ 1
qj

)
y

↘
¶ ³

qj = pj
µ ´

とえらぶと (−1)n

τn+2 = τn
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¶ ³

sinh-Gordon , sine-Gordon 方程式
µ ´

1

2
DxDy f · f = g2 − f2 1

2
DxDy g · g = f2 − g2

(log f )xy =
DxDy f · f

2f2
より

(log f )xy =

(
g

f

)2

− 1 (log g)xy =

(
f

g

)2

− 1

∴
(

log
g

f

)

xy
=

(
f

g

)2

−
(

g

f

)2
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(
log

g

f

)

xy
=

(
f

g

)2

−
(

g

f

)2

v = 2 log
g

f
に対して，

vxy = 2(e−v − ev) = −4 sinh v (sinh-Gordon)

θ =
v

i
=

2

i
log

g

f
に対して，

θxy = −4 sin θ (sine-Gordon)

複素数なら同じ方程式．実数に制限すると別の方程式
¶ ³

方程式として区別すべきものはどれだけあるか
µ ´
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x, y ∈ R のとき 双曲型

∂x∂y θ = −4 sin θ

または t = x + y , s = x− y によって

(∂2
t − ∂2

s)θ = −4 sin θ

x ∈ C, y = x のとき 楕円型

X = x + y = x + x , Y =
x− y

i
=

x− x

i
によって

(∂2
X + ∂2

Y )θ = −4 sin θ

38



(∂2
X + ∂2

Y ) θ = −4 sin θ

↑
X,Y のスケーリングでは符号を

かえられない

θ → θ + π で符号反転

境界条件の話と関係
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境界条件について

(∂2
X + ∂2

Y ) θ = −4 sin θ

X → ±∞ のとき θ →定数 とすると

その定数は nπ (n ∈ Z)

たとえば(
∂2
X + ∂2

Y

)
θ = −4 sin θ θ −→ 2nπ (X → −∞)

と(
∂2
X + ∂2

Y

)
θ = +4 sin θ θ −→ 2nπ (X → −∞)

は別の方程式．別の解
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sine-Gordon (x, y, X, Y, θ ∈ R)

∂x∂y θ = −4 sin θ
(
∂2
X + ∂2

Y

)
θ = −4 sin θ θ → 2nπ

(
∂2
X + ∂2

Y

)
θ = 4 sin θ θ → 2nπ

sinh-Gordon (x, y, X, Y, v ∈ R)

∂x∂y v = −4 sinh v
(
∂2
X + ∂2

Y

)
v = −4 sinh v

(
∂2
X + ∂2

Y

)
v = 4 sinh v
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系に対する付加条件

•実数性，複素共役性
•境界条件
•解の正則性

v = 2 log
g

f
θ =

2

i
log

g

f

f = 0
(
or g = 0

)
のとき v, θ 発散
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sine-Gordon 双曲型 θxy = −4 sin θ θ =
2

i
log

g

f

f = τ0 = det


δij +

1

pi + pj
αiβj e

(pi+pj)x−
(

1
pi

+ 1
pj

)
y




N×N

g = τ1 = det


δij −

1

pi + pj
αiβj e

(pi+pj)x−
(

1
pi

+ 1
pj

)
y




N×N

•実数性 θ ∈ R のためには |f | = |g|
（たとえば g = f）

¶ ³

pj ∈ R, αj ∈ R, βj ∈ iR ととれば

g = f for x, y ∈ R
µ ´
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•解の正則性
f 6= 0 for x, y ∈ R を満足させたい

αj = eξj0, βj =
√−1 eξj0 ととって

f = det

(
δij +

√−1

pi + pj
eξi+ξj

)

N×N

pj ∈ R, ξj = pjx−
1

pj
y + ξj0 ∈ R
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f 6= 0 を示す

f = det
(
I +

√−1S
)

N×N
S : 実対称行列

Sの固有値 sj ∈ R

f =

N∏

j=1

(1 +
√−1sj) 6= 0
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sine-Gordon 楕円型
(
∂2
X + ∂2

Y

)
θ = +4 sin θ θ =

2

i
log

g

f

X = x− y, Y =
x + y

i
, y = −x

f = det


δij +

1

pi + pj
αiβj e

(pi+pj)x−
(

1
pi

+ 1
pj

)
y




g = det


δij − 〃




•実数性
|pj| = 1 ととると pjx−

1

pj
y = pjx + pjx ∈ R
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αi = p
1
2
i ri, βj = p

1
2
j rj

√−1 (rj ∈ R)

ととると
1

pi + pj
αiβj =

√−1
rirj

(
pi

pj

)1
2

+

(
pj

pi

)1
2

∈ √−1R

f = det




δij +

√−1
(

pi

pj

)1
2

+

(
pj

pi

)1
2

eξi+ξj




ξj = pjx−
1

pj
y + ξj0 (rj = eξj0)
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•解の正則性
f 6= 0 for y = −x

•境界条件
(X,Y )平面のあるセクターで，遠方で ξi → −∞ とする

(1 ≤ i ≤ N)

-

6

X

Y

»»»»»»»»

¡
¡

¡
¡

¡
¡¡

»»»»»»»»
¡

¡
¡

¡
¡

¡

¶
¶

¶¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶
¶

¶
¶

¶¶

¶
¶¶

¶
¶

¶¶

¶
¶

¶
¶

¶¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶

¶
¶

©©©©*

©©©©¼

ξi → −∞
f → 1, g → 1, θ → 0

ξi → +∞,
f

g

}
→ det

( ±√−1

(pi/pj)1/2 + (pj/pi)1/2

)
e2(ξ1+···+ξN )
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g

f
→ (−1)N , θ =

2

i
log

g

f
→ 2nπ

問題．
{ (

∂2
X + ∂2

Y

)
θ = 4 sin θ

境界条件：遠方で θ → (2n + 1)π

の正則解をつくれ

問題． θ → 2nπ (X → −∞)

θ → (2m + 1)π (X → +∞)

をつなぐ解はつくれるか．
（楕円型．双曲型）
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¶ ³

Ｂ型，Ｃ型の戸田格子
µ ´

1
2DxDy τn · τn = τn+1τn−1 − τ2

n

左右対称な格子に制限する．

Ｃ型 · · · τ−2 τ−1 τ0 τ1 τ2 · · ·
↑

ここを中心に
τ1 = τ−1, τ2 = τ−2, τ3 = τ−3, · · ·

Ｂ型 · · · τ−2 τ−1 τ0 τ1 τ2 · · ·
↑

ここを中心に
τ1 = τ0, τ2 = τ−1, τ3 = τ−2, · · ·
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τn = det

(
cij +

∫ x
ϕn

i ψn
j dx

)

N×N

∂xϕ
n
i = ϕn+1

i ∂yϕ
n
i = −ϕn−1

i

∂xψ
n
j = −ψn−1

j ∂yψ
n
j = ψn+1

j

Ｃ型 ψn
j = (−1)nϕ−n

j

cij = cji



 ととると

τn = det

(
cij +

∫ x
(−1)nϕn

i ϕ−n
j dx

)
= τ−n
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Ｂ型 ψn
j = (−1)nϕ1−n

j

cij = −cji

N：even




ととると

τn = det

(
cij +

∫ x
(−1)nϕn

i ϕ1−n
j dx

)

N×N

= det

(
−cji −

∫ x
(−1)1−nϕ1−n

j ϕn
i dx

)

N×N

= τ1−n
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☆ Gram 行列式表示だと，様々な

付加条件を満足させやすい．

☆しかし，万能ではない．

境界条件や正則性については

一般論はまだない．
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