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概 要

この報告では離散パンルベ方程式 (Discrete Painlevé Equations)と呼ばれる一群の差分方程式の研究の現状
を概観する．特に，筆者が興味を持ってきたさまざまな特殊解，Lax対，退化など，現在までに得られている結
果をまとめ，今後の研究の展望について触れる．
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1 はじめに

本報告では離散パンルベ方程式と呼ばれるある種の常差分方程式のファミリーを扱う．離散パンルベ方程式は

• 特異点閉じ込めと呼ばれる，離散版のパンルベ性と見なされている性質を持ち，

• 連続極限で通常のパンルベ方程式に移行する

差分方程式である．筆者はソリトン理論の立場から離散パンルベ方程式の，特に特殊解を研究してきた．本報告

では，まずソリトン方程式の理論の発展から始め，離散パンルベ方程式が導出・研究されてきた過程を簡単に述

べ，特殊解を中心に研究の現状をまとめて報告する．最後に今後の離散パンルベ方程式研究の展望について私見

を述べたい．

1.1 ソリトン理論とソリトン方程式の離散化

ソリトン方程式に代表される非線形可積分系の理論は大きな成功を収め，物理学などを含む広い意味での数理

科学全体に大きな影響を与えている．微分方程式，すなわち連続系に関しては 1980年代初頭に発表されたいわゆ
る「佐藤理論」が非線形可積分系に対する統一的代数構造理論として広く受け入れられ，特に場の理論など解け

るモデルが重要な意味を持つ分野では一種の基礎理論として用いられている．

さて，可積分系といえども，その「可積分性」の本質は背後の代数的な構造にあり，解析的な性質の解明はま

た別問題である．すなわち，ある方程式が可積分だとしても，一般の初期値境界値問題が「解ける」わけではな

い．物理や工学の観点からはさまざまな初期値や境界値に関する知見を得るために数値解析が重要な役割を果た

すが，高精度の数値解析を行うことはそう簡単なことではない2 ．安定かつ高精度な数値計算スキームが必要であ

るという実際的な問題から，Hirota や Ablowitz らは「可積分性を保存した独立変数の離散化」を考察した [1,2]．
特に Hirota による双線形形式をベースにした研究は大きな成功を収め，さまざまな方程式に対する離散化が行わ
れ，ソリトン解などの特殊解の構成，Lax対，無限個の保存量の構成など，数理構造の解明も進んだ．特に顕著
であったのは，現在 Hirota-Miwa 方程式と呼ばれる一種の「master equation」の発見であった [3,4]．もちろんそ
れ自身可積分であり，この方程式からさまざまな極限を取ることによって既知のソリトン方程式の多くが導かれ

た．その背後にある数理構造は Miwa によって解明され，それを応用してさらに多くのソリトン方程式の離散化
がなされた．

さて，その後，筆者らは離散化の手続きの中で通常定数に取られる格子間隔を，独立変数の任意函数に拡張し

得ることを指摘し，特別な場合としてソリトン方程式の q−差分系への拡張を得た [5]．この結果は Hirota によっ
て再発見され，ソリトン方程式は一般の差分商を使った差分系にまで拡張された [6]．差分商による離散化は非常
に一般的なものであり，拡張できるところまで拡張することにより反ってきれいな構造が見えかくれしているこ

とが Hirota らのグループにより指摘されている．
さらに，Takahashi らは「究極の離散系」であるセル・オートマトン系を考察し，ソリトンだけからなる「ソ
リトン・セル・オートマトン」を提案した [7]．この系は長い間謎めいたものであったが，最近，Tokihiro らの研
究により「超離散化」と呼ばれる一種の非解析的極限操作によって既知の離散ソリトン方程式から組織的にソリ

トン・セル・オートマトンが得られることがわかった [8]．得られる方程式は+とmax という演算だけからなる代
数系 (max-plus algebra)の上の方程式であり，組み合わせ論などの離散数学と可積分系を結び付けると期待され，
さらに，工学への応用も真剣に検討されている．また，超離散化は可積分性とは独立の手続きであるため，非可積

分系，特に chaotic な振る舞いを示す系に対する手法としても注目されており，さらなる発展が期待されている．

2 簡単な Korteweg-de Vries 方程式でも，厳密解である 1-ソリトン解を安定に伝搬させるスキームを開発することさえなかなか大変なこ
とである．
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1.2 パンルベ方程式とソリトン方程式

さて，パンルベ方程式は 19世紀終りから 20世紀初めにかけて Painlevé らによって，いわゆるパンルベ性，「初
期値に位置が依存する特異点が高々極しかない」という性質をもつ非自明な常微分方程式として提出された，6種
の 2階の非線形常微分方程式であるが，その重要性が広く認識されるには 1970年代まで待たなければならなかっ
た．現在，パンルベ方程式は広い意味での可積分系の理論に頻繁に現れ，その解はまさに「非線形世界の特殊函

数」の役割を果たしている．ソリトン方程式との関連では，パンルベ方程式はソリトン方程式の相似解や進行波

解を記述する常微分方程式として現れる．これは線形偏微分方程式を変数分離などの手法によって常微分方程式

に帰着させたときに特殊函数が現れるということに全く対応している．例として典型的なソリトン方程式である

modified Korteweg-de Vries 方程式
ut − 6u2ux + uxxx = 0, (1.1)

を考え，相似解を仮定した特殊化 (similarity reduction)を行ってみることにする．今，

u(x, t) =
w(z)

(3t)1/3
, z =

x

(3t)1/3
, (1.2)

と仮定し，これを方程式に代入すると，

w′′′ − 6w2w′ − (zw)′ = 0, (1.3)

が得られる．w′を両辺にかけると一度積分でき，その結果αを積分定数として，

w′′ = 2w3 + zw + α, (1.4)

が得られる．この常微分方程式は Painlevé II 方程式に他ならない．
また，重要なことは，パンルベ性が可積分性を特徴づける性質の一つとされる点である．これに関しては，Ablowitz-

Ramani-Segur の予想 [9,10]

非線形偏微分方程式は，厳密な reduction によって得られるあらゆる非線形常微分方程式が，おそら
く変数変換をした後，全てパンルベ性を持つときにのみ，逆散乱変換で解ける

が状況をかなり正確に表しているものと思われる．非常に微妙な点はあるものの，おおざっぱに言って，非線形

偏微分方程式に対して適当な reduction によって常微分方程式に帰着させたとき，もしそれが Painlevé 性を持つ
ならばその方程式は可積分系である可能性がある，ということになる．また，類似の性質を偏微分方程式に対し

て直接調べるためのテストも開発されている [11,12]．

1.3 離散パンルベ方程式

さて，パンルベ方程式がソリトン方程式の reduction として現れること，また，ソリトン方程式の離散化が成功
していることから，Painlevé 方程式の離散化も可能であると期待された．一つの離散化は全く別の文脈（モノド
ロミー保存変形の理論）から Jimbo, Miwa によってなされ [30]，それらはモノドロミー指数（パンルベ方程式の
パラメータに相当する）を変化させたときの漸化式として得られた．それとは独立に，1990年のほぼ同時期に 2
次元量子重力のあるモデルの分配函数を計算する際に得られた差分方程式が連続極限でパンルベ方程式に帰着する

こと，それを使って分配函数の漸近挙動が計算できることが相次いで発見された [32–34]．さらに，Grammaticos
らはある種の可積分写像を研究している際に，それらの特異点が共通してある性質を持つことを見いだし，それ

がパンルベ性の離散版と見なせること，また，2次元量子重力で見つかった差分方程式が同じ性質を持つことを発
見した [25]．その性質を彼らは「特異点閉じ込め」(Singularity Confinement, SC)と名付け，それを可積分性の判
定条件として用いることによって Painlevé I – V 方程式に対応する離散パンルベ方程式を構成した [31]．後述す
るように，現在ではさまざまな手法で非常に多くの離散パンルベ方程式が得られている．
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1.4 離散パンルベ方程式研究の現状

パンルベ方程式は今世紀初頭に提出されて以来，数理物理学などから刺激を受け，さまざまな側面から研究さ

れ続けてきた．それらの結果を抽出して線形方程式のモノドロミー保存変形としての定式化や [30]，Hamilton 系
であることを用いて正準変換を効果的に用いた理論などが構築されてきた [14–17]．その流れと比較すると，現在
の離散パンルベ方程式研究の現状はまだまだ「データ収集」の段階である．すなわち，背後に何か大きなものが

あるということは見えかくれしているのだが，

• 補助線形問題，Lax pair

• Bäcklund， Schlesinger 変換

• 特殊解やその行列式表示，すなわちτ函数（の特別な場合）

• 退化

などが個別に議論され，それらのデータはまだまだバラバラであるように思われる．その理由としては，

• 連続極限でパンルベ方程式の理論に帰着するような理論はいくらでも有り得る

• その中で，どのような理論が「よい理論」なのかはアプリオリにはわからない

• 連続極限で消えてしまうような情報が離散系では本質的である

• 連続系（微分方程式）でうまく使える理論（手法）が離散系ではそのままでは使えない

という事情を挙げておこう．逆に，この事情はそのまま「離散系の世界は全く新しい宝の山である」ということに

もなるかも知れない．

今後はこれらのデータをより多く，深いレベルで収集すると同時にそこからどのような数理を，如何に抽出し

ていくかが問題であると思われる．

2 離散系における可積分性と特異点閉じ込め

2.1 特異点閉じ込め

この節では Grammaticos らが 離散パンルベ方程式の導出に用いた特異点閉じ込め (SC)について簡単に説明す
る．ある差分方程式が「SC テストに通る」とはその差分方程式が次のような性質を持つことを言う．

1.初期値に依存して特異性が現れたとき，その特異性は有限ステップで打ち消しあってなくなってしまう．
2.特異点を通過しても初期値の情報は失われていない．

Grammaticos らは Quispel 系と呼ばれる，保存量を持つという意味で「可積分」な一群の 2階常差分方程式 [29]
が共通してこの性質を持つことを見いだし，これはパンルベ性の離散版であると主張した．さらに，これは与え

られた差分方程式が「可積分」かどうかの判定や，一群の差分方程式の中から「可積分」な方程式を抽出するこ

とに対して極めて簡単で強力な手法となる．

例：簡単な例として，2階常差分方程式

xn+1 + xn−1 =
axn

1− x2
n

, a : const.,
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を考える．例えば，x0 = p, x1 = ±1になったとすると，次の x2で特異性が生じる．そこで，x1 = 1 + εとおいて

逐次的に計算を続ける．

x0 = p,

x1 = 1 + ε,

x2 = −a

2
ε−1 +

−a− 4p

4
+ O(ε),

x3 = −1 + ε + O(ε2),

x4 = −p + O(ε),

これからわかるように，x2 で現れた特異性と x3 で現れた −1 による特異性がうまく打ち消しあうことで x4 が

有限値になり，さらに x4 に初期値 p の情報が残っている．これにより，上の差分方程式は SC テストに通った
ことになる．

方程式を少し一般化して，fn を n の任意函数として，

xn+1 + xn−1 =
fnxn

1− x2
n

,

を考えてみよう．この場合も xn = p, xn+1 = 1 + ε から始めて同様に計算すると，xn+4 で特異性が打ち消される

条件として，

fn+3 − 2fn+2 + fn+1 = 0,

が得られる．すなわち，fn = an + b という場合にのみこの方程式は SC テストに通るということになる．実は，
このようにして得られる方程式は離散パンルベ方程式の一つである．

ここで，重大な注意をしておきたい．今までの議論で

果たして SC テストに通ったからといってその方程式を「可積分」と考えてよいのか？

という根本的な疑問が湧いてくるであろう．ところが，離散系において「可積分性」という概念は連続系以上に確

立されていないのである．従って，現状ではこの疑問に対して厳密な意味では答えようがない．ではなぜ SC に
通ったからといって「よい方程式」とするのであろうか？

2.2 離散系の可積分性

そもそも「可積分性」とは何だろうか．元来「可積分性」は有限自由度の Hamilton 力学系に対する概念であっ
た．すなわち，有名な Liouville–Arnold の定理 [20]

自由度 Nの Hamilton 系に N個の保存量があり，それらが Poisson 括弧に関して互いに可
換 (involutive)ならば，初期値問題は有限回の求積操作（四則演算，微分，積分，逆函数を
とること，微分積分を含まない方程式の解を求める演算）によって解ける．

が成り立つ系，すなわち「初期値問題が求積操作の有限回の繰り返しで解ける」のが「可積分系」である．それで

はソリトン方程式などの無限自由度系に関してはどうだろうか？ここになると実はかなり怪しくなる．一般には

• 逆散乱法で解ける：適当な境界条件の下での初期値問題を解くことが線形の積分方程式を解くことに帰着す
る，という意味で「可積分」

• Lax pairの存在：ほとんどの場合逆散乱法の手順にのる．
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• Liouville-Arnoldの意味での「可積分」．すなわち，適当なポアソン構造の下で無限個の involutive な保存
量が存在すること．

• Bi-Hamilton 構造： 異なるポアソン構造を持つ二通りの Hamilton 系として定式化できること．これから
Liouville-Arnold の意味での可積分性が従うことが言える．

• 無限個の保存量・対称性の存在．

• N-ソリトン解の存在：広いクラスの解が厳密に求まるという意味での「可積分性」（逆散乱法でも厳密に解
が求まるのはソリトン解などの特別な場合だけである）．

• Bäcklund変換の存在：これがあれば大体簡単な解から逐次的にソリトン解などが求まる．

• パンルベ性：特異点に関する性質．
のどれかが成り立てば「可積分」と考えられているようである．有限自由度系の類推からもっとも素直に見える

のは Liouville-Arnold の意味での可積分性だが，実は肝心の初期値問題に関する言明が抜けてしまっている．初
期値問題との関連で言えば，最初の「逆散乱法で解ける」ことが正統的であるように見える．ほとんどの典型的

なソリトン方程式の場合にはこれらの性質が全て成り立つが，これらの性質が厳密な意味で等価であることは全

く証明されていない．むしろ，幸い物理的にあまり重要でない場合が多いのだが，それらの同値性に関する反例

すらあるのである．

それでは，離散系についてはどうだろうか？離散系については上の性質のかなりの部分がさらに怪しくなる．

• Lax pair は多くの差分方程式に対して構成されているが，形式的である．差分方程式（微分差分方程式は除
く）に対して逆散乱法ライクな方法で初期値問題が解析された例は，少なくとも筆者は知らない．

• Liouville-Arnold の意味での可積分性に関しては，まだ確立された「離散時間 Hamilton 系」の概念がない．

• Lax pair があれば，少なくとも形式的な保存量（保存密度）は作れる．対称性に関しては筆者の知る限りま
だほとんど研究されていない．

• N-ソリトン解の存在は，多くの差分方程式に関して示されている．連続系における状況と似通っている多分
唯一の性質であろう．

当然，それらの性質の同値性などはほとんど議論されていない．従って，離散系では何をもって可積分と称する

かが全くはっきりしないのである．

では離散系のパンルベ性に相当する概念は何だろうか．実は，Grammaticos らは SC がまさにそれであると主
張する．確かに通常のパンルベ性と似ており，N-ソリトン解の存在という意味で可積分であることがわかってい
る差分方程式に SC テストを適用すると確かに通る．このように，類似性はあり，まだ有力な反例はないのであ
るが，SC の厳密な意味での妥当性や数学的根拠は全くわかっていないのが現状である．平たく言えば，

SC は強力かつ有効だが，なぜうまくいくのかはさっぱりわからない

とわけである．

補足：

• ソリトン方程式では N-ソリトン解などの構成に Hirota の直接法が強力であるが，離散系ではこの方法の適
用がかなり難しい．ところが，SC を適用した際に現れる特異点の伝搬パターンを補助的に用いることによっ
て，まったく簡単に直接法の適用が可能になる [26,27]．従って，SC は可積分性を（一応）判定し，それか
ら routine work で解も構成できる，という優れた方法であることになる．

• SC テストには通るがカオティックな挙動を示すようなある種の常差分方程式，すなわち SC テストに通れ
ば可積分である，という主張に対する反例が最近報告されている [28]．
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3 離散パンルベ方程式のリスト

この節では，パンルベ方程式と，連続極限で対応する離散パンルベ方程式の具体的な形を可能な限り列挙する．

以下，微分方程式については yが従属変数，xが独立変数と，また差分方程式については xnが従属変数，nが独

立変数とし，それら以外の文字は全てパラメータとする．

(1) PI:

d2y

dx2
= 6y2 + x, (3.1)

dPI:

xn+1 + xn + xn−1 =
an + b

xn
+ c, (3.2)

xn+1 + xn−1 =
an + b

xn
+ c, (3.3)

xn+1 + xn−1 =
an + b

xn
+

c

x2
n

, (3.4)

xn+1xn−1 =
aqn

xn
+

b

x2
n

, (3.5)

xn+1xn−1 = aqn +
b

xn
, (3.6)

xn+1xn−1 = axn + bqn, (3.7)

(xn+1 + xn)(xn + xn−1) = (xn + an + b)2 − c2, (3.8)

(xn+1xn − 1)(xnxn−1 − 1) = aqnxn, (3.9)

(xn+1xn − 1)(xnxn−1 − 1) = 1− aqnxn, (3.10)

(xn+1 + xn)(xn + xn−1) =
(xn + an + b)(x2

n − c2)
xn − an− b

. (3.11)

(3.2)は 2次元量子重力の理論から導かれた方程式であることを注意しておく．

(2) PII:

d2y

dx2
= 2y3 + xy + α, (3.12)

dPII:

xn+1 + xn−1 =
(an + b)xn + c

1− x2
n

, (3.13)

an + b

xn+1xn + 1
+

a(n− 1) + b

xnxn−1 + 1
= −xn +

1
xn

+ (an + b) + c, (3.14)

xn+1xn−1 = a
xn + qn

xn(xn + 1)
, (3.15)

xn+1xn−1 =
aqnxn + b

xn + cqn
, (3.16)

(xn+1 + xn)(xn + xn−1) =
(xn + an + b + c)(x2

n − d2)
xn − 2an− 2b

, (3.17)
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(xn+1xn − 1)(xnxn−1 − 1) =
aq2nxn

bxn + cqn
, (3.18)

(xn+1xn − 1)(xnxn−1 − 1) = (1− aqnxn)(1− bqnxn), (3.19)

(3.20)

(3.13)はやはり量子重力の理論から導かれた方程式であることを注意しておく．

(3) PIII:

d2y

dx2
=

1
y

(
dy

dx

)2

− 1
x

dy

dx
+

1
x

(αy2 + β) + γy +
δ

y
, (3.21)

dPIII:

xn+1xn−1 =
ab(xn − cqn)(xn − dqn)

(xn − a)(xn − b)
, (3.22)





xn+1 + xn−1 =
(an + b)yn + c

1− y2
n

,

yn+1 + yn−1 =
(a(n− 1/2) + b)xn + c

1− x2
n

,

(3.23)

(4) PIV:

d2y

dx2
=

1
2y

(
dy

dx

)2

+
3
2
y3 + 4xy2 + 2(x2 − α)y +

β

y
, (3.24)

dPIV:

(xn+1 + xn)(xn + xn−1) =
(x2

n − c2)(x2
n − d2)

(xn − an− b)2 − g2
, (3.25)

(xn+1xn − 1)(xnxn−1 − 1) =
aq2n(x2

n + 1) + bq2nxn

cxn + dqn
, (3.26)

(xn+1xn − 1)(xnxn−1 − 1) =
(xn − aqn)(xn − b)(xn − 1/b)

1− xnq−2n
, (3.27)

(5) PV:

d2y

dx2
=

(
1
2y

+
1

y − 1

)(
dy

dx

)2

− 1
x

dy

dx
+

(y − 1)2

x2

(
α +

β

y

)
+

γy

x
+

δy(y + 1)
y − 1

, (3.28)

dPV:

(xn+1xn − 1)(xnxn−1 − 1) =
abqn(xn − c)(xn − 1/c)(xn − d)(xn − 1/d)

(xn − aqn)(xn − bqn)
, (3.29)

(6) PVI:

d2y

dx2
=

1
2

{
1
y

+
1

y − 1
+

1
y − x

}(
dy

dx

)2

−
{

1
x

+
1

x− 1
+

1
y − x

}
dy

dx

+
y(y − 1)(y − x)

x2(x− 1)2

{
α +

βx

x2
+

γ(x− 1)
(y − 1)2

+
δx(x− 1)
(y − x)2

}
, (3.30)
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d(q-)PVI: 



yn+1yn−1 =
a3a4(xn − b1q

n)(xn − b2q
n)

(xn − b3)(xn − b4)
,

xn+1xn−1 =
b3b4(yn − a1q

n)(yn − a2q
n)

(yn − a3)(yn − a4)
,

(3.31)

ただし，ai, bi(i = 1, · · · , 4)は条件
a1a2

a3a4
= q

b1b2

b3b4
(3.32)

を満足するパラメータである．

以上のリストは完全なものではない．例えば

• 既知の離散パンルベ方程式を連立させる．
例えば (3.23)は (3.13)を連立させて得られるものである．

• 連続および離散パンルベ方程式の Schlesinger変換（方程式のあるパラメータに対する解とそのバラメータ
の別の値の場合に対する解とをつなぐ変換）を差分方程式と見なす．

例えば (3.14)は PIII(3.21)の Schlesinger 変換である．

という操作で別の離散パンルベ方程式を作ることができる場合がある．そのうち，形があまり複雑でないものを

上のリストに挙げてある．これらの方程式は全て，

• SC に通り

• 連続極限で対応するパンルベ方程式に移行する

方程式である．

また，便宜的に連続極限で移行するパンルベ方程式を使って差分方程式を分類したが，この分類や名前が適当

なものであるかどうかは全くわからない．将来は，変換群など特徴的な構造をうまく抽出し，それをもって分類，

命名できるようになることが望ましいであろう．

4 離散パンルベ方程式の導出

本章では主に文献 [23,24]を元に離散パンルベ方程式の導出について簡単に触れてみたい。

4.1 直交多項式と離散パンルベ方程式

離散パンルベ方程式 (3.2)および (3.13)は直交多項式の理論から導かれる [32]．まず，区間 (−∞,∞)上でweight
functionが

ρ(t) = e−g1t2−g2t4 (4.1)

で与えられるmonicの直交多項式

Pn(t) = tn + c1t
n−1 + · · ·+ cn−1t + cn (4.2)

を考えよう．直交関係式は

< Pn(t), Pm(t) >≡
∫ ∞

−∞
Pn(t)Pm(t)ρ(t)dt = hnδn,m (4.3)
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で与えられる．または，{Pn(t)}は {1, t, t2, · · · , tn}から上の内積に関する Gram-Schmidtの直交化で与えられる
多項式，といってもよい．すると，Pn(t)は次のような表示を持つ．

Pn(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b0 b1 · · · bn

b1 b2 · · · bn+1

...
...

. . .
...

bn−1 bn · · · b2n−1

1 t · · · tn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b0 b1 · · · bn−1

b1 b2 · · · bn
...

...
. . .

...
bn−1 bn · · · b2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(4.4)

ただし，bkは k次のモーメント，すなわち，

bk =
∫ ∞

−∞
tkρ(t)dt (4.5)

である．(4.4)が確かに成立することは，次のようにしてすぐにわかる．両辺に tk, k = 0, · · ·n− 1をかけて積分
すれば分子の第 (n + 1)行は第 (k + 1)列と等しくなる．従って Pn(t)は n− 1次以下の多項式と直交する．今，

τn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b0 b1 · · · bn−1

b1 b2 · · · bn
...

...
. . .

...
bn−1 bn · · · b2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (4.6)

とおくと，(4.4)に tn をかけて積分することで正規化定数 hnが

hn =
τn+1

τn
, (4.7)

であることもすぐにわかる．

さて，よく知られているように，Pn(t)がmonicであることと，直交性とから Pn(t)は次の３項間漸化式

tPn(t) = Pn+1(t) +
hn

hn−1
Pn−1(t), (4.8)

を満たす．また，正規化定数 hnについては (4.3)でm = nとして部分積分することにより

(1 + 2n)hn =
∫ ∞

−∞
tP 2

n(t)(2g1t + 4g2t
3)e−g1t2−g2t4dt, (4.9)

が成り立つことがわかる．(4.8)と (4.9)から xn = hn
hn−1

が dPI

xn+1 + xn + xn−1 =
n

4g2

xn
+

g1

2g2
, (4.10)

を満たすことが導かれる．xnとτnの関係は (4.7) から

xn =
hn

hn−1
=

τn+1τn−1

τ2
n

, (4.11)

で与えられる．(4.10)は dPI(3.2)と等価である．
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同様に，

dµ = e−(z+1/z) dz

2πiz
, (4.12)

で特徴付けられ，直交関係が

< Pn(z), Pm(z) >≡
∮

|z|=1

Pn(z)Pm(1/z)dµ,= hnδn,m (4.13)

で定義される「単位円周上の」直交多項式

Pn(z) = zn + cn−1,nzn−1 + · · ·+ c1,nz + c0,n, (4.14)

を考える (z = eiθ)ことにより，dPII(3.13)が導かれる [33]．

4.2 SC を用いた導出

(3.2), (3.13), (3.22), (3.25), (3.29) はQuispel系と呼ばれる可積分な定数係数の 2階常差分方程式の系列 [29]を
変数係数に拡張し，さらに SC テストに通るべし，という条件を課して得られた．ここでは (3.2)を取り上げてそ
の導出を行う．

Quiepel 系とは次の差分方程式である．

xn+1 =
f1(xn)− ynf2(xn)
f2(xn)− ynf3(xn)

,

yn+1 =
g1(xn+1)− yng2(xn+1)
g2(xn+1)− yng3(xn+1)

,

ただし，fi, gi は 18 個のフリーなパラメータを持つ，ある 4 次式である．特に，fi = gi とし， xn → x2n,
yn → x2n+1 と読み替えると，

xn+1 =
f1(xn)− xn−1f2(xn)
f2(xn)− xn−1f3(xn)

, (4.15)

という差分方程式が得られる．これらの差分方程式は

• 保存量がある

• 楕円函数を用いて積分できる

という意味で可積分である．これから離散パンルベ方程式を得るためには，fiに n依存性を認め，かつ連続極限

でパンルベ方程式が得られるように fiの形を制限し，それに対して SC を適用する．(4.15)を書き換えると

f3(xn)xn+1xn−1 − f2(xn)(xn+1 + xn−1) + f1(xn) = 0,

が得られる．そこで，格子間隔δを導入すると（xn+1 → xn+δなどと読み替える），

xn+1 + xn−1 = 2x + δ2x′′ + O(δ4),

xn+1xn−1 = x2 + δ2(xx′′ − x′2) + O(δ4),

となるから，(4.2)は

x′′ =
f3(x)

xf3(x)− f2(x)
x′2 + g(x),

という形になるであろう．これから，ある特定のパンルベ方程式に帰着する差分方程式を見いだそうと思うと，少

なくとも x′′の係数が考えるパンルベ方程式と一致するように fiを選ぶことになるであろう．さて，PI(3.1)に帰
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着するような方程式を探すには，明らかに f3 = 0でなければならない．さらにこのような考察を続けて，PIの場

合は

xn+1 + xn−1 = −xn + B(n) +
C(n)
xn

,

という形を調べてみるとよかろう，ということになる．そこで，SC を適用すると，

B(n + 1)−B(n) = 0, C(n + 3)− C(n + 2)− C(n + 1) + C(n) = 0,

という条件が得られる．従って，

B(n) = b, C(n) = αn + β + γ(−1)n,

であれば SC テストに通る．γ = 0の場合が dPI(3.2)である．

4.3 その他の導出

4.3.1 Discrete AKNS Hierarchyからの導出

次の離散固有値問題

Ψn+1 = Un+1(ζ)Ψn, (4.16)

および，時間発展

Ψn,t = Bn(ζ)Ψn, (4.17)

を考える．ここで，Un, Bnは与えられた行列，ζは spectral parameter と呼ばれる量である．Un, Bnに対してζに

関する適当な展開を仮定すると，両立条件からさまざまな微分差分方程式が得られる．これらの方程式の系列を

Discrete AKNS Hierarchy と呼ぶ．さて，(4.17)の代りに，

Ψn,ζ = An(ζ)Ψn, (4.18)

という形の発展方程式との両立条件

Un,ζ = An+1Un − UnAn,

を考え，U と Aに適当な形を仮定することによってある種の離散パンルベ方程式が得られる．例えば (3.4)はこ
のようにして得られる．ここで，Un, Anは Lax pair であることを注意しておく．

4.3.2 パンルベ方程式のBäcklundおよび Schlesinger変換からの導出

パンルベ方程式のあるパラメータの解を別のパラメータの解に移す変換を Bäcklund 変換，その中で特にモノド
ロミー指数と呼ばれるパラメータのうち一個のみを動かした時の解の間の変換を Schlesinger 変換と呼ぶ．これら
の変換式はパラメータを独立変数と解釈すれば差分方程式と解釈でき，それらを離散パンルベ方程式とみなすこ

とができる場合がある．例えば，PII(3.12) の Bäcklund 変換は

y(−α) = −y(α), y(α + 1) = −y(α)− 1 + 2α

2y(α)2 + 2dy(α)
dx + x

,

で与えられる．これらから dy
dxを消去することによって，

α + 1/2
y(α + 1) + y(α)

+
α− 1/2

y(α) + y(α− 1)
= −(2y(α)2 + x),

というαに関する差分方程式が得られる．これは dPIの一種と見なすことができる．このクラスの差分方程式は

Jimbo らによって議論されている [30]．
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4.3.3 他の離散パンルベ方程式からの退化

ある種の離散パンルベ方程式は他の離散パンルベ方程式からの退化（パラメータを特別に取ったり極限操作を

加えるなどの操作）によって得られる．例えば，dPIII（(3.22)と本質的に等価であるが，parametrizationを変え
ている）

xn+1xn−1 = −γx2
n + ζ0q

nxn + µ0q
2n

αx2
n + βxn + γ

,

において，γ = 0と取ると，

xn+1xn−1 = −ζ0q
nxn + µ0q

2n

(αxn + β)xn
,

が得られる．これは (3.15)と等価である．

5 離散パンルベ方程式の性質：特殊解

5.1 パンルベ方程式の特殊函数解

パンルベ方程式の解が一般に「超越的」であることは最近 Umemura らによって最終的に証明されつつあるよ
うである [21]．元来パンルベ方程式は新しい特殊函数を探す，という目的で構成された方程式であり，従って，超
越性がきちんと示されることはパンルベの最初の研究以来の大問題が解決したことになる．しかしながら，パン

ルベ方程式にはパラメータがある特別な値の場合にきれいな構造を持った特殊解（特殊函数解，有理解）が存在

する．それはまさにパンルベ超越函数（パンルベ方程式の解）が非線形世界の特殊函数たる所以をはっきりと見

せている．例えば，PII

d2y

dx2
= 2y3 + xy + α, (5.1)

の特殊解を探ってみよう．まず，PIIの解で Riccati 方程式

dy

dx
= a(x)y2 + b(x)y + c(x),

の解で書けるものを探してみる．これを (5.1)に代入してみると，yが

dy

dx
= y2 +

x

2
, (5.2)

を満足するとき，(5.1)のα = 1
2の場合の解になっていることがわかる．(5.2)はよく知られた変換

y = − d

dx
log u,

で線形化でき，その結果，
d2u

dx2
= −x

2
u,

を得る．これは Airy 方程式に他ならない．つまり，Airy 函数の log微分が PIIの特殊解を与えるわけである．こ

の関係は非線形可積分系の最たるものであるソリトン方程式の場合と酷似している．ソリトン方程式では，おお

ざっぱに述べると，指数函数の（和の）log微分がソリトン解になっているからである．ソリトン方程式ではその
指数函数をWronskianなどに乗せて log微分することで N -ソリトン解が得られる．さらに，1.2 節でも述べたよ
うに，PIIは modified Koteweg-de Vries 方程式という典型的なソリトン方程式の similarity reduction として得ら
れることから，PIIにおいても行列式の構造を持った「高次の」特殊解があるのではないかという予想が成り立つ．

そして，その予想は正しい．すなわち，次の定理が成り立つ．
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定理 (Okamoto[14])
Aiを Airy 函数，すなわち，Airy 方程式

d2Ai

dx2
= xAi

を満足する函数とし，τNを次の N ×N 行列式

τN =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ai
d

dx
Ai · · · (

d
dx

)N−1
Ai

d

dx
Ai

(
d
dx

)2
Ai · · · (

d
dx

)N−1
Ai

...
...

. . .
...(

d
dx

)N−1
Ai

(
d
dx

)N
Ai · · · (

d
dx

)2N−2
Ai

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (5.3)

とする．このとき，

y =
d

dx
log

τN+1

τN

は PII

d2y

dx2
= 2y3 − xy − α

の α = −(2N + 1)の場合を満足する．

この結果はパンルベ方程式が Hamilton 系として表されることを出発点として導かれたが，τNの満足する Hirota
の双線形方程式から直接導くこともできる [13]．実際，τN は次の方程式を満足することを証明することができ，

これから変数変換 (5.1) により PII を導くことができる:

(D2
x − x)τN+1 · τN = 0, (5.4)

(D2
x − 4xDx − (2N + 1))τN+1 · τN = 0, (5.5)

ただし，Dxは Hirota の双線形微分演算子 [22]，

Dn
xf · g =

(
∂

∂x
− ∂

∂x′

)n

f(x)g(x′)
∣∣∣∣
x=x′

である．方程式 (5.4), (5.5)は両者とも Plücker 関係式（行列式の恒等式）に帰着させることができる．
同様に，PIII, PIV の特殊函数解（の一部）を挙げておく．

PIII:[17]

y =
(

log
τν+1
N

τν
N+1

)

x

+
ν + N

x
. (5.6)

τν
N =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Jν D Jν · · · DN−1Jν

D Jν D2 Jν · · · DN Jν
...

...
. . .

...
DN−1Jν DN Jν · · · D2N−2 Jν

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, D = x

d

dx
, (5.7)

は PIII(3.21)の
α = 2(N − ν) , β = 2(ν + N + 1) , γ = 1 , δ = −1 . (5.8)

の場合を満足する．ただし，Jν は ν次の Bessel 函数である．
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PIV:[14,18,19]
Hn を n次の Hermite-Weber 函数，すなわち，漸化式

d

dz
Hn − zHn = −Hn+1,

d

dz
Hn = nHn−1. (5.9)

を満たす函数とする．このとき，

τn
N =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Hn Hn+1 · · · Hn+N−1

Hn+1 Hn+2 · · · Hn+N

...
...

. . .
...

Hn+N−1 Hn+N · · · Hn+2N−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (5.10)

y = −
√

2
(

log
τn
N+1

τn
N

)

z

, z =
1√
2
x , (5.11)

は PIV(3.24) の (α, β) = (−(n + 2N + 1),−2n2) を満足する．

ソリトン理論に対する一種の統一理論である佐藤理論では，ソリトン解や有理解などの厳密解が行列式（の比）の

log 微分で書かれるということは可積分系の本質的な一側面であるとされている．パンルベ方程式の解は先に述べ
たように超越的ではあるが，このように我々が目にできる厳密解にやはり同様の行列式構造があることは，パン

ルベ方程式の本質の重要な一側面を示唆しているのではないだろうか．

5.2 離散パンルベ方程式の特殊函数解

さて，離散パンルベ方程式の特殊函数解について議論しよう．ここで興味があるのは，

• 果たして「離散特殊函数」としてどんな函数が現れるか．

• 行列式で表示できる「高次の」解を持つか．

という点である．その理由は，

• まず，得られた離散パンルベ方程式がパンルベ方程式の離散版として妥当なものであるかは疑問がある．と
いうのは，SC は可積分性とどのように関係するのかが理論的に全くわかっておらず，従って，それを拡大
解釈して得られた方程式が妥当なものかどうかも全くわからない．Lax pair なども一応分かってはいるが，
やはりまだ形式論の域を出ていない．例えば，Lax pair などから出発して何か解析がなされたという例はほ
とんどない．

• そういう状況の中で，形式論から一歩踏み出すには厳密解を調べることが妥当であろう．というのは，前節
の最後で述べたように，解の行列式構造がパンルベ方程式の本質の一側面を示唆しているように考えられる

からである．

• パンルベ方程式で得られた結果のほとんどで本質的に用いられている一般論や手法が離散系ではそのままで
は使えない．ところが厳密解の構成にはソリトン理論と同様に Hirota の直接法をベースにした「算術的」
な，従って一般論をほとんど使わずに済む手法が使える．従って，徒手空拳の状態からでも形式論から一歩

出た結果が得られる．

ということである．

さて，それではまず “standard” dPII

xn+1 + xn−1 =
(αn + β)xn + γ

1− x2
n

, (5.12)
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を例として取り上げて特殊函数解を構成しよう．PII(3.12)と同様に離散 Riccati 方程式

xn+1 =
anxn + bn

cnxn + dn
,

から出発しよう．これを (5.12)に代入することによって，もし xnが

xn+1 =
xn − (pn + q)

1 + xn
, (5.13)

を満足すれば，xnは (5.12)の
α = 2p, β = −p + 2q + 2, γ = p, (5.14)

の解になることがわかる．(5.13) において，

xn =
fn

gn
,

と置き，両辺の分母同士，分子同士を等値すれば線形化でき，その結果，

xn =
gn+1

gn
− 1, (5.15)

gn+2 − 2gn+1 + gn = −(pn + q)gn, (5.16)

が dPIIの特殊解を与えることになる．(5.16)はまさに離散 Airy 方程式と呼ぶにふさわしいものであり，(5.15)も
離散版の log微分というべきものになっている．従って，ここまでは連続系と離散系が全くパラレルに対応してい
ることがわかるであろう．

さて，それでは「高次」の解が dPII(5.12) にはあるだろうか？それを探すには当然 PII の場合が参考になる．そ

こで，τ函数としてWronskian (5.3) の代りに「差分 Wronskian」である Casorati 行列式

τN (n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

gn gn+1 · · · gn+N−1

gn+1 gn+2 · · · gn+N

...
...

. . .
...

gn+N−1 gn+N · · · gn+2N−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

を予想するのが自然である．また，変数変換としては N(行列式のサイズ)が 0の場合に (5.15)になるようなもの
（ただしサイズ 0の行列式は 1とする），例えば

xn =
τN+1(n + 1)τN (n)
τN+1(n)τN (n + 1)

− 1

程度を仮定する．頼れる一般論はないので，後はこの予想を数式処理を使って力ずくで確かめ，然る後に証明す

る，という手順で進む．その結果，実はこの予想は間違っていることがわかる3 ．正しい結果は以下の通りである．

定理 [43]
An は線形差分方程式

An+2 − 2An+1 = −(pn + q)An , (5.17)

を満足する函数とし，τN (n)をN ×N 行列式

τN (n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

An An+2 · · · An+2N−2

An+1 An+3 · · · An+2N−1

...
...

. . .
...

An+N−1 An+N+1 · · · An+3N−3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (5.18)

3 以下の結果は上の予想が間違っているにもかかわらず，数式処理のプログラムを作り始めて 5 分程度で一発で得られた．この結果が出た
のは，実は数式処理のプログラムのバグのためだったのである．「正しい」プログラムを作ってみたら，当然解になっていないので大変慌てた
記憶がある．もし正しいプログラムを書いていたら，下の結果はそう簡単には得られなかっただろう．何が幸いするかわかったものではない．
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とする．このとき，

xn =
τN+1(n + 1)τN (n)
τN+1(n)τN (n + 1)

− 1 , (5.19)

は dPII (5.12) の
α = 2p, β = (2N − 1)p + 2q, γ = −(2N + 1)p , (5.20)

の場合を満足する．

コメント：

1. Anは本質的に gnと同じものである．

2.連続極限は
p = −ε3, q = 1, n =

x

ε
, (5.21)

とおき，ε → 0とすることによって得られる．当然，解，方程式，両者とも連続系の結果と一致する．
3. τ 函数の要素の並び方が水平方向と垂直方向で非対称になっていることに注意されたい．後で示すが，どうや

らこのような非対称性は離散パンルベ方程式に共通して見られる構造のようである．

この結果から，dPII(5.12)も PIIと同様の，行列式構造を持った高次の解を持っていることになる．よい構造をもっ

た解が存在するということは，連続系と同様の数理構造が期待できるわけであり，さらなる研究の価値があるは

ずである．

証明の概略

4.1節で述べた PII の特殊函数解は元々 PIIが Hamilton 系であることを用い，正準変換の理論を効果的に用いて
得られた．しかしながら，離散系においてはそのような大道具は一切ないので，より低レベルの手法を使わなけれ

ばならない．PII の場合はτ函数 (5.3)が双線形方程式 (5.4), (5.5)を満たすことを直接示すことができる [13]．そ
れによると，双線形方程式は行列式の 2次の恒等式である Plücker 関係式に帰着される．Plücker 関係式は行列式
の端列がシフトしたような行列式の間の関係式であるので，

• 行列式の要素の満たす漸化式（この場合は Airy 方程式）を使って，適当に列がシフトした行列式をτ函数の

微分で表現する公式（微分公式）を作る．

• 微分公式を用いて，双線形方程式を Plücker 関係式に帰着させる．

という手続きで証明ができる．これは行列式の性質と要素の満たす関係式しか使っていないので，大道具のない

離散系に対しても適用可能である．実際，dPII の場合には，要素の満たす漸化式 (5.17)を用いて「差分公式」

21−NτN (n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

B
(0)
n An+1 An+3 · · · An+2N−3

B
(1)
n An+2 An+4 · · · An+2N−2

...
...

...
. . .

...
B

(N−1)
n An+N An+N+1 · · · An+3N−4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (5.22)

21−N (pn + q)τN (n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

An+1 B
(0)
n+2 An+3 · · · An+2N−3

An+2 B
(1)
n+2 An+4 · · · An+2N−2

...
...

...
. . .

...
An+N B

(N−1)
n+2 An+N+1 · · · An+3N−4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (5.23)

などを示すことができる．ただし，B
(k)
n は Anを用いて再帰的に

B(0)
n = An, B(k)

n = An+k +
kp

2
B(k−1)

n , (5.24)
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と定義される．これから，恒等的に 0である行列式

0 =

∣∣∣∣∣∣∣

−1 0′ 1 · · · 2N − 5 Ø 2N − 3 φ

−1 0′ Ø 1 · · · 2N − 5 2N − 3 φ

∣∣∣∣∣∣∣
, (5.25)

のラプラス展開から得られる Plücker 関係式

0 = | − 1, 0′, 1, · · · , 2N − 5| × |1, · · · , 2N − 5, 2N − 3, φ|
− | − 1, 1, · · · , 2N − 5, 2N − 3| × |0′, 1, · · · 2N − 5, φ|
+ | − 1, 1, · · · , 2N − 5, φ| × |0′, 1, · · · , 2N − 5, 2N − 3|

を上の差分公式を使って書き直すと，双線形差分方程式

0 = (pn + q) τN (n) τN−1(n + 3)− 2 τN (n + 1) τN−1(n + 2) + τN (n + 2) τN−1(n + 1), (5.26)

が得られる．ただし，上の行列式の表示で “j”, “j′”, “φ” はそれぞれ列ベクトル

j =




An+j

An+j+1

...
An+j+N−1




, j′ =




B
(0)
n+j

B
(1)
n+j

...
B

(N−1)
n+j




, φ =




0
0
...
1




, (5.27)

である．

同様にして，

τN+1(n + 2)τN (n + 1)− 2τN+1(n + 1)τN (n + 2) = −(pn + q)τN+1(n)τN (n + 3) , (5.28)

(pn + q)τN (n + 3)τN (n)− (p(n + 2N) + q)τN (n + 2)τN (n + 1) = τN+1(n + 1)τN−1(n + 2) , (5.29)

という双線形方程式が得られ，これから変数変換 (5.19)によって dPIIが導かれる．

以下，現在までに分かっている離散パンルベ方程式の特殊函数型の特殊解をリストする．

“alternate” dPII[47]
an + b

xn+1xn + 1
+

a(n− 1) + b

xnxn−1 + 1
= −xn +

1
xn

+ (an + b) + c,

xn =
τN+1(n− 1)τN (n + 1)

τN+1(n)τN (n)
, (5.30)

τN (n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Gn Gn+2 · · · Gn+2N−2

Gn+1 Gn+3 · · · Gn+2N−1

...
...

. . .
...

Gn+N−1 Gn+N+1 · · · Gn+3N−3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (5.31)

Gn+1 + Gn−1 = (pn + q)Gn, (5.32)

a = p, b = pN + q, c = pN. (5.33)

コメント：

1.この場合τ函数は対称行列式である．
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2.この方程式は PIIIの Bäcklund 変換そのものである．従って，PIIIの解そのものがこの方程式の解になってい

る．実際，Gnの満たす漸化式は Bessel 函数の漸化式そのものであり，xnは PIIIの特殊函数型の解でもある．

“multiplicative” dPII[48]

xn+1xn−1 = α
xn + qn

xn(xnqn + 1)
, (5.34)

xn = −q−2N−n τN+1(n)τN (n− 1)
τN+1(n− 1)τN (n)

, (5.35)

τN (n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

fn fn+2 · · · fn+2N−2

fn−1 fn+1 · · · fn+2N−3

...
...

. . .
...

fn−N+1 fn−N+2 · · · fn+N−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (5.36)

fn+1 − fn = −q2nfn−1. (5.37)

α = q−2(2N+1). (5.38)

コメント：

1.この場合τ函数の要素の添字は横方向は 2増え，縦方向には 1減っている．しかし，要素を並べ替えることに
よって，standard dPIIと同様の構造にすることができる．

2.この方程式は「超離散化」することが可能であり，超離散化された方程式にはやはり広いクラスの特殊解が存
在する．しかし，この解は超離散極限では生き残らないようである．

d(q)PIII[49]

xn+1xn−1 =
ab(xn − cq2n)(xn − dq2n)

(xn − a)(xn − b)
, (5.39)

xn =
τν
N+1(n + 1)τν+1

N (n)
τν
N+1(n)τν+1

N (n + 1)
− qν+N , (5.40)

τν
N (n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Jν(n) Jν(n + 1) · · · Jν(n + N − 1)
Jν(n + 2) Jν(n + 3) · · · Jν(n + N + 1)

...
... · · · ...

Jν(n + 2N − 2) Jν(n + 2N − 1) · · · Jν(n + 3N − 3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (5.41)

Jν(n)− q−νJν(n + 1) = −(1− q)qnJν+1(n) , (5.42)

Jν(n)− qνJν(n + 1) = (1− q)qnJν−1(n) . (5.43)

a = qν+N , b = q−ν+N , c = (1− q)2qν+5N , d = −(1− q)2q−ν+3N−2. (5.44)

コメント：

1. τ函数の行列式構造はやはり非対称である．

2. Jν(n)は qn → xと読み替えれば Jackson の q-Bessel 函数である．
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5.3 有理解

パンルベ方程式が持つもう一つのクラスの特殊解として有理解，もしくは代数解があり，特殊函数解と同様に行

列式表示を調べることによってその「正体」が明らかになる．例えば PII(3.12) の有理解は次のように表される．

定理 [46]

qk(z, t), k = 0, 1, 2, · · ·, を
∞∑

k=0

qk(x)λk = exp
(

xλ +
1
3
λ3

)
, (5.45)

で定義される多項式とし，τN を

τN =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

qN qN+1 · · · q2N−1

qN−2 qN−1 · · · q2N−3

...
...

. . .
...

q−N+2 q−N+3 · · · q1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, qk = 0 for k < 0 . (5.46)

とする．このとき，

v =
d

dx
log

τN+1

τN
, (5.47)

は PII

d2y

dx2
= 2y3 − 4xy + 4(N + 1), (5.48)

を満足する．

コメント：

1. (5.46) は Yablonski-Vorob’ev 多項式と呼ばれるが，この結果はそれが KdV 方程式や modified KdV 方程式
の有理解を与える 2-reduced Schur 函数の特別な場合であることを主張している．実際，2-reduced Schur 函
数は pk(x1, x2, · · ·) を

∞∑

k=0

pk(x1, x2, · · ·)λk = exp
∞∑

n=1

xnλn

で定義される多項式として，

τN =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

pN pN+1 · · · p2N−1

pN−2 pN−1 · · · p2N−3

...
...

. . .
...

p−N+2 p−N+3 · · · p1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, pk = 0 for k < 0 ,

で与えられる．

2. PIV の有理解に関しても同様の結果が得られている．それによると，PIVの持つ 3つの系列の有理解のうち，
2つの系列に属するものは Hermite-Weber函数で表される特殊函数解のうち，特別な場合として Hermite 多
項式で表されるものに当たるものであり，残りの 1つの系列に属するものは PII と同様に 3-reduced Schur 函
数で表される [18,19]．

さて，離散パンルベ方程式に関しても，特殊函数型の解に関する結果から，有理解に関しても上のような美しい表

示が存在するものと予想される．しかし，有理解は構成に当たって特殊函数解より技術的に困難な点があり，現在

までにきちんとした形で有理解がわかっているのは standard dPII(5.12)だけである．その結果は次のようになっ
ている．

定理 [45]
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L
(n)
k (x) を次式で定義される Laguerre 多項式

∞∑

k=0

L
(n)
k (x)λk = (1− λ)−1−n exp

−xλ

1− λ
, L

(n)
k (x) = 0 (k < 0) , (5.49)

とし，τN (n) を

τN (n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

L
(n)
N L

(n)
N+1 · · · L

(n)
2N−1

L
(n)
N−2 L

(n)
N−1 · · · L

(n)
2N−3

...
...

. . .
...

L
(n)
−N+2 L

(n)
−N+3 · · · L

(n)
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (5.50)

とする．このとき，

X(n) =
τN+1(n + 1)τN (n + 1)

τN+1(n)τN (n)
− 1 , (5.51)

は “standard” dPII,

X(n + 1) + X(n− 1) =
2
x

(n + 1)X(n)− (N + 1)
1−X(n)2

, (5.52)

を満足する．

注意： 連続極限は nを n + x− 1で置き換え，

x = − 1
2ε3

, n =
z

ε
, xn = εv , (5.53)

としてε → 0とすればよい．しかし，方程式やτ函数そのものはうまく連続系の場合に帰着するが，行列式の要素

はそのままではうまくいかない．これは，要素として L
(n)
k ではなく，

∞∑

k=0

L̂
(n)
k (x)λk = (1− λ2)−

1
2 x(1− λ)−n−x exp

−xλ

1− λ
, L̂

(n)
k (x) = 0 (k < 0) , (5.54)

を取ることによってうまくいく．L̂
(n)
k は L

(n+x−1)
k , L

(n+x−1)
k−2 , · · · らの線形結合であり，これを並べて作ったτ函数

はτN (n + x− 1)に等しい．

5.4 分子解

離散系特有の解に「分子解」と呼ばれる，やはり行列式構造を持った解がある．これはもともと戸田格子方程式

d2qn

dt2
= exp(qn−1 − qn)− exp(qn − qn+1), (5.55)

に対して境界条件

q0 = −∞, (5.56)

を課したもの（または，さらに qM = ∞ を課すこともある）を戸田分子方程式と呼んだことに由来する．戸田分
子方程式の解は

qn = log
τn−1

τn
, (5.57)

τn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f
(

d
dx

)
f · · · (

d
dx

)n−1
f(

d
dx

)
f

(
d
dx

)2
f · · · (

d
dx

)n
f

...
...

. . .
...(

d
dx

)n−1
f

(
d
dx

)n
f · · · (

d
dx

)2n−2
f

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (5.58)
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で与えられる．ただし，f は tの任意函数である．ここで注意しておきたいのは，通常のソリトン解では行列式の

大きさはソリトンの数に対応するのに対し，分子解では行列式の大きさは格子番号に相当する．従って，行列式

の構造は連続極限で「潰れて」しまう．一般にある境界条件付きの離散系において，格子番号が行列式の大きさに

相当するような解を「分子解」と呼ぶ．

いくつかの離散パンルベ方程式に対しても分子解があることがわかっている．以下にそれらをリストする．

“Standard” dPI:[51]

xn+1 + xn + xn−1 =
qn

xn
+ p, N ≥ 1 , x0 = 0 , (5.59)





x2n =
τ0
n+1 τ1

n−1

τ0
n τ1

n

x2n+1 =
τ0
n τ1

n+1

τ0
n+1 τ1

n

, (5.60)

τν
n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

aν aν+1 · · · aν+N−1

aν+1 aν+2 · · · aν+N

...
...

. . .
...

aν+N−1 aν+N · · · aν+2N−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (5.61)

aν+2 = p aν+1 + (2ν + 1)q aν . (5.62)

コメント：

1. aν は standard dPII の特殊函数解において現れたτ函数の要素と本質的に同じものである．また，aν は

Hermite-Weber 函数 Hν(x) を用いて

aν = (−q/2)(ν−1/2)/2Hν−1/2

(
p

(−q/2)1/2

)
, (5.63)

と表せる．これはHν(x)の漸化式

Hν+1(x)− xHν(x) + νHν−1(x) = 0, (5.64)

と (5.62)を比較することによってすぐにわかる．
2.また，τν

nは PIV の特殊函数解を与えるτ函数と同じものである．PIV の場合，nは方程式のパラメータであ

る．従って，standard dPIは PIV の Bäcklund 変換と深く関連していることになる．

“Standard” dPII:[47]

xn+1 + xn−1 =
pnxn

1− x2
n

, (5.65)

xn =
τ1
n

τ0
n

, (5.66)

τν
n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

aν aν+1 · · · aν+N−1

aν−1 aν · · · aν+N−2

...
...

. . .
...

aν−N+1 aν−N · · · aν

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (5.67)

aν+1 − aν−1 = pν aν . (5.68)

コメント：
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1. (5.68) と Bessel 函数の漸化式

Jν+1(x)− Jν−1(x) =
2ν

x
Jν(x), (5.69)

を比べてみればすぐにわかるように，p = 2
xととれば，aνは Bessel 函数そのものである．

2.さらに，τν
nは PIII の特殊函数解を与えるτ函数とまったく同じである．実際，PIIIの特殊函数解と比較するこ

とにより， xn

xn+1
は PIIIを満足することがわかる．

3.しかしながら，PIII と standard dPIIの関係がわかったからといって，standard dPII の全てが PIII からすぐ

に説明できるわけではない．実際，standard dPIIの有理解や特殊函数解と PIII の解との関係はよくわから

ない。

“alternate” dPII:[47]

Xn = −τν
n+1τ

ν+1
n

τν+1
n+1τν

n

, (5.70)

は dPIII の Bäcklund 変換である alternate dPII

p(N + 1)
Xn+1Xn + 1

+
pN

XnXn−1 + 1
= −Xn +

1
Xn

+ (pn + pν + p) , (5.71)

を満たすことが示される．ここで，τν
nは standard dPII の分子解を与えるτ函数 (5.67)である．

5.5 その他の離散パンルベ方程式に対する解

以上，解の行列式構造まで得られているものを列挙してきたが，特殊函数解や有理解の最低次の場合など，簡

単な解は以下の方程式に関して報告されている（ほとんどの場合は Bäcklund 変換も同時に報告されている）．

• dPIII(3.22)：代数解 [50]

• dPIV(3.25)：特殊函数解・有理解4 [39–41]

• dPV(3.29)：特殊函数解・代数解 [42]

6 離散パンルベ方程式研究の今後の展望

以上の章でこれまでになされてきた研究を主に筆者が行ってきた研究を中心に述べてきた．それからもわかる

ように，離散パンルベ方程式に関しては，非常に豊かな数理が背後に存在していることが示唆されているにも関

わらず，通常のパンルベ方程式のような体系だった理論がほとんどない．

離散系の研究の難しさ（そして面白さ）は連続系で成功を収めた手法やそれによる結果の素直な適用だけでは

よい結果が得られないというところにある．従って現状ではさまざまな雑多な結果，データがバラバラに存在し，

それからいかに本質的な数理を抽出していくかがこれからの問題になるであろう．

また、特殊解の議論に垣間見えたように、パンルベ方程式と離散パンルベ方程式はどうやら完全に別のものでは

ないらしい。ただ、離散パンルベ方程式が単純にパンルベ方程式の Schlesinger 変換である、というようにはなっ
ていないようにも見える。例えば standard dPII の分子解を与えるτ函数は PIII のそれと同じだが特殊函数解を

与えるτ函数は PIVと似ているが違う、といったように。この辺りにも離散パンルベ方程式の数理を探り当てる鍵

があるかも知れない。

最後に離散パンルベ方程式をめぐってこれからどのような方向に発展が有り得るか、私見を述べて報告を終わ

りにしたい。
4 一部の解については数式処理を用いて行列式表示の形は求められているが，証明されていない
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q-PVI Jimbo and Sakai によって提出された q-PVI(3.31) はその構造の美しさにおいて離散パンルベ方程式の中
でひときわ光を放っている．q-PVI は

• 線形 q−差分方程式のコネクション保存変形から導かれる [53,54]

• 解として q-超幾何函数で表される解 [53,54]およびその Casorati 行列式で表される特殊解がある [58]

• Schlesinger 変換（パラメータのうち一つをシフトさせたものの間になりたつ関係式）が全て対称的で
q-PVI と同じ形をしている．すなわち，独立変数とパラメータが全て平等である [56]

• 退化によって多くの離散パンルベ方程式が導かれる [57]

という顕著な性質を持っている．今後の離散パンルベ方程式の研究においては q-PVI が重要な役割を果たす

であろう．

Lax Pair Lax pair，すなわち離散パンルベ方程式の補助線形問題は離散パンルベ方程式について本質的な情報
を与えるであろう．例えば，補助線形問題における特異性やモノドロミ─データを調べることで離散パンル

ベ方程式の間の関係を調べることができる．

Symplectic 構造 上でも述べたように，パンルベ方程式の理論ではパンルベ方程式の symplectic 構造が重要な
役割を果たす．パンルベ方程式の Hamiltonian についてはこの報告では詳しく述べなかった．パンルベ方
程式からその Hamiltonianに至る道は複数あるのだが，パンルベ方程式では基本的 object である τ函数と

Hamiltonian が非常に近い位置にある．従って，離散系においては「離散時間 Hamiltonian」や正準変換の，
少なくとも確立された理論はないけれども，逆に，離散パンルベ方程式を典型例として研究することによっ

てそのような理論ができる可能性もあることを注意しておきたい．

初期値空間 パンルベ方程式の定義空間である初期値空間はパンルベ方程式の幾何学的特徴づけや解析に有効であ

る．離散パンルベ方程式に対しても「初期値空間」を構成することによって同様の特徴づけが可能であると

考えられる．また，その結果は幾何学と離散パンルベ方程式をつなぐ橋となるであろう．

超離散パンルベ方程式 最近ソリトン理論で，一種の極限操作を用いて，ソリトン解の構造を保ったまま従属変数

を離散化し，一種のソリトン・セル・オートマトンを組織的に構築する超離散化 (ultra-discretization)と呼
ばれる手法が提案されている．この手法はある種の離散パンルベ方程式にも適用され，いくつかの「超離散

パンルベ方程式」が得られた．また，驚くべきことに，それらに対してあるクラスの厳密解が構成されてい

る．超離散化された方程式は加法と max という操作だけで構成された代数（max-plus代数）上の方程式で
あり，これらの結果は max-plus 代数上にも「可積分性」という概念が導入されることを示唆している．こ
れに関して筆者は大いに興味を持っているので，少し詳しく紹介したい．

例として “multiplicative dPII” 方程式

xn+1xn−1 = α
xn + qn

xn(xnqn + 1)
, (6.1)

を考えよう．q ≥ 0, α ≥ 0, xn ≥ 0を仮定し，

q = e
1
ε , xn = e

Xn
ε , α = e

a
ε , (6.2)

とおくと

e
Xn+1

ε e
Xn−1

ε = e
a
ε

e
Xn

ε + e
n
ε

e
Xn

ε (e
Xn+n

ε + 1)
,

となる．超離散化において鍵となるのは公式

lim
ε→+0

ε log(e
A
ε + e

B
ε + · · ·) = max(A,B, · · ·), (6.3)

24



である．両辺の対数をとり，ε → +0の極限を取り，(6.3)を使うと

Xn+1 = a + n−Xn−1 −Xn + max(Xn − n, 0)−max(Xn + n, 0), (6.4)

が得られる [59]．この方程式は n が整数点をとり，初期値が整数であれば，任意の n に対して Xn が整数

値となる．このような意味で，従属変数も離散化されたことになる．

もちろん，(6.4)に何かよい性質がなければ全く意味がないのだが，驚くべきことに，(6.4)には特殊解の系列

XN
n = −2N +

N∑

k=1

[max{n + 1 + 2(N − 1)− 3(k − 1), 0}

−max{n + 2(N − 1)− 3(k − 1), 0}], (6.5)

が見つかっているのである [60]．やはりこの背後には何かがある．果たして，そこにはどんな新しい数学が
眠っているのだろうか．
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