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戸田格子
新しい研究のゆりかご
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1 戸田格子

戸田格子とは 1967 年に発表された，ある非線形相互
作用を行うバネでつながれた質点を記述する古典力学の
模型である [1, 2, 3]．

un
un+1un−1

図において質点の質量をm，n番目の質点の平衡点から
の (右方向を正とした) 変位を un とする．相対変位すな
わちバネの伸びは rn = un − un−1 である．一般に伸び
r に対するバネのポテンシャルエネルギーを φ(r) とす
ると，ニュートンの運動方程式は

m
d2un

dt2
= φ′(rn+1) − φ′(rn) (1)

となる．フックの法則に従うバネのポテンシャルは κ を
正の定数として φ(r) = κr2

2 で与えられ，運動方程式は

m
d2un

dt2
= κ(un+1 + un−1 − 2un) (2)

という線形方程式になる．当時日本では格子振動の研究
グループが活発に活動していたが，非線形波動に厳密解
などないという考えが一般的だったという．その流れの
中で，戸田はフォードによる非線形相互作用をする 3粒
子系の数値実験結果に触発されて厳密に解ける非線形格
子を探し求め，a, bをパラメータとして次のような指数
関数型のポテンシャル (戸田ポテンシャル)

φ(r) =
a

b
e−br + ar (ab > 0) (3)

を考案した．戸田ポテンシャルでつながれたバネ-質点
系を戸田格子，対応する運動方程式

m
d2un

dt2
= −ae−b(un+1−un) + ae−b(un−un−1) (4)

もしくは適当なスケール変換をした後に得られる

d2qn

dt2
= eqn−1−qn − eqn−qn+1 (5)

を戸田格子方程式と呼ぶ．戸田は 1967年 5月の最初の
論文において (4)の楕円関数で表される厳密解を構成し
ている [4]．一方，1955年にフェルミ・パスタ・ウラムは
格子の熱伝導の問題を考察するため φ(r) = κ( r2

2 + αr3

3 )

を初めとするいくつかの非線形格子に対して計算機実
験を行った．1965 年にはザブスキーとクラスカルがそ
の結果を解析するために連続極限を取ってコルテヴェー
グ・ドフリース (KdV) 方程式を導出し，同時にその計
算機実験から粒子的性質を持つ孤立波「ソリトン」を発
見した．それを知った戸田は，続いて 1967年 9月に発
表された第 2論文で孤立波解を構成し，巧妙な連続極限
で戸田格子方程式とその孤立波解が KdV 方程式とその
ソリトン解に帰着することを示した [5]．なお，この年に
はガードナー・グリーン・クラスカル・ミウラにより逆
散乱法による KdV 方程式の初期値問題の厳密解法も発
表されている．

1969 年には 2 個の孤立波の相互作用を記述する厳密
解 (2-ソリトン解)が求められ，戸田格子の孤立波がソリ
トンであることが理論的に確立された [6]．

In−1 In In+1

Vn+1Vn
出力入力

広田と鈴木はソリトンを暗号通信に応用したいという動
機から，1970 年に戸田格子を上の図のような電気回路
として実現した [7]．ソリトンなどの非線形波動現象が，
計算機実験の上だけでなく現実の現象として観測された
ことは意義が大きいと思われる．回路方程式は適当なス
ケール変換の後 (5)と同値な

d2

dt2
log(1 + Vn) = Vn+1 + Vn−1 − 2Vn (6)

で表され，qn と Vn は

Vn = eqn−qn+1 − 1 (7)

で結びついている．非線形性はキャパシタの静電容量が
電圧に依存することに起因するが，市販されているキャ
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パシタの特性が，ある電圧の範囲で上の場合でうまく近
似できるのがミソである [8]*1．さらに周期系に対する
数値計算に示唆され，1974 年にはエノンとフラシュカ
によって戸田格子の可積分性が証明された [9]．その後，
戸田格子の理論は数学的に整備され，1970 年代後半か
ら可積分系の理論全体の急速な発展と共に研究が進んで
行くことになる．

2 戸田格子の性質

戸田格子はさまざまなよい性質を備えているが，ここ
では基本的な 3つの性質について述べよう．
■厳密解 第一に，戸田格子はよい構造をもった多様な
厳密解を持つ．ここでは 3種類の解を紹介する．
(i) ソリトン解．まず戸田格子方程式には κ, ω, δ を定数
として次のような解

Vn = ω2sech2(κn + σωt + δ),
σ = ±1, ω = sinhκ

(8)

が知られており，これは振幅 ω2 = sinh2 κ, 速度
(±) sinh κ/κ で進む孤立波を表す．さらに，戸田格子
方程式は N 個の孤立波の相互作用を記述する厳密解
(N -ソリトン解)を持ち，具体的には

Vn =
τn+1τn−1

τ2
n

− 1, (9)

τn = 1 + e2η1 , (N=1)

τn = 1 + e2η1 + e2η2 + A12e
2(η1+η2) (N=2)

(10)

などと表される．ただし，

ηi = κin + σiωit + δi,

σi = ±1, ωi = sinhκi (i = 1, 2)
(11)

であり，A12 は κ1, κ2 で表されるある定数である．
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*1 広田によると，実際の回路の制作に当たってはコイルの品質の
管理と反射波が出ないようにするために多大の工夫を要したと
いう．

図は N = 2 の場合の解の挙動を示したものである．孤
立波は相互作用の際に位置がずれるだけで速度や波高が
変化せず「ソリトン」としての性質を持っていることが
見て取れる．なお，(9)を (6)に代入すると，τn の満た
す 2次の方程式

τ ′′
nτn − (τ ′

n)2 = τn+1τn−1 − τ2
n (12)

が得られる．広田は暗号通信への応用のために 3-ソリト
ン解を構成する必要から，(12) に対して摂動法のテク
ニックを用い，ソリトン解を初等計算で組織的に構成す
る方法を開発した (広田の方法 [10])．(12)とその従属変
数 τn はそれぞれ双線形形式と τ 関数と呼ばれ，現在で
は可積分系の理論の根幹をなすオブジェクトであること
がわかっている．
(ii) 周期解．戸田が最初の論文で発表した解は楕円関数
で表される周期解であった．

Vn = (2Kν)2
[
dn2

{
2

(n

λ
± νt

)
K

}
− E

K

]
(13)

ただし，定数 λ と ν は分散関係

2Kν =
1√

1
sn2(2K/λ) − 1 + E

K

(14)

で結ばれており， dn, sn はそれぞれ Jacobi の dn, sn

関数，K, E は母数を k とするそれぞれ第 1種，第 2種
の完全楕円積分である．楕円関数解 (13) のグラフは図
のようになる．一つ一つのパルスは (8)で与えられるソ
リトンで，周期解はそれを周期分ずらしながら無限個重
ね合わせたものだと理解できる．
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なお，周期解で τ 関数の役割を果たすのは楕円テータ関
数であり，より種数の高いリーマン面上のテータ関数で
表される解も知られている [1, 2]．
(iii) 分子解．分子解と呼ばれる解は半無限もしくは有
限の格子で重要な役割を果たす [11]．境界条件として
V0 = 0 を課し，n ≥ 0 とする．このとき，(9)の下で

τn = e−
t2
2 det

(
di+j−2

dti+j−2
f(t)

)
i,j=1,...,n

(15)
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が戸田格子方程式の解を与える．ここで f(t) は任意関
数，また τ0 = 1, τn = 0 (n < 0) とする．また，右端
でも境界条件 VM = 0 を課して有限格子にした場合は，
f(t) を指数関数のM 個の和に取ればよいことが知られ
ている．ソリトン解や周期解は主に物理の文脈で重要で
あるが，分子解は数学・数理工学の文脈で重要であるこ
とが多い．例えばパンルヴェ方程式の理論での役割は本
特集の筧氏の記事を参照していただきたい．
■完全可積分性 第二に，戸田格子方程式は古典力学で
記述される系であり，ハミルトニアンは

H =
∑
n∈Z

1
2
p2

n +
∑
n∈Z

(
eqn−qn+1 − 1

)
(16)

で与えられる．特に周期系や有限系は有限個の質点か
らなる系であり，従って古典力学で培われた多くの概念
や手法をそのまま適用できることは大きな利点である．
リュービル・アーノルドの定理によれば，自由度N のハ
ミルトン系がポアソン括弧について可換で独立な N 個
の保存量を持てば，その系の初期値問題は求積法 (四則
演算・微分・不定積分・逆関数を取る操作・微分を含ま
ない方程式を解く操作の有限回の組み合わせ) によって
解けることが保証され，そのような系は「完全可積分系」
と呼ばれる [12]．もちろん一般のハミルトン系は十分な
数の保存量を持たないので完全可積分系ではなく，求積
法で解けることもない．戸田格子はある種の剛体の回転
運動を記述するコワレフスカヤのコマ以来，約 80 年ぶ
りに見いだされた完全可積分系であった．無限格子上の
戸田格子やさまざまなソリトン方程式などは完全可積分
系を自然に無限自由度系に拡張したと見なすことができ
る．同様の性質を持った系は数多く (無限個!) 見つかっ
ており，「可積分系」と総称される．
■ラックスペア 完全可積分性を保証するのがラック
スペアと呼ばれる行列 (線形作用素) の対である．今，
an = 1

2e
qn−qn+1

2 , bn = 1
2

dqn

dt とおき，N 個の質点から
なる周期戸田格子


dan

dt
= an(bn − bn+1)

dbn

dt
= 2(a2

n−1 − a2
n)

an+N = an

bn+N = bn

(17)

を考える．これに対して N × N 対称行列 Lと反対称行
列 B をそれぞれ

L =


b1 a1 0 · · · aN

a1 b2 a2 Ø
.. . . . . . . .
Ø aN−2 bN−1 aN−1

aN · · · 0 aN−1 bN

 (18)

B =


0 −a1 0 · · · aN

a1 0 −a2 Ø
.. . . . . . . .
Ø aN−2 0 −aN−1

−aN · · · 0 aN−1 0

 (19)

で定義すると，

dL

dt
= BL − LB = [B,L] (20)

が (17) を与える．行列 L と B の対をラックスペア，
(20)をラックス方程式とそれぞれ呼ぶ．方程式をこの形
式で表現する御利益の一つは保存量が簡単に求まること
であり，実際に簡単な計算で Tr Lk (k = 1, . . . , N) の
時間微分が 0すなわち保存量であることがわかる．これ
によって戸田格子はリュービル・アーノルドの意味で完
全可積分系であることが示されるのである．なお，保存
量のポアソン括弧に関する可換性の背景には古典 r 行列
があり，量子化されて量子群へつながることを注意して
おきたい [13]．また，ラックス方程式は次の固有値問題
と密接に関連する．

Lϕ = λϕ,
dϕ

dt
= Bϕ, ϕ = t(ϕ1, · · · , ϕN ) (21)

この固有値問題に対して，固有値 λ が時間に依存しない
ことと an, bn がラックス方程式を通じて戸田格子方程
式を満たすことは同値であることが示される．こうして
戸田格子方程式は線形固有値問題の「固有値保存変形」
として定式化され，初期値問題を固有値や固有関数の解
析的・幾何学的性質を駆使して厳密に解くことができる．
このような手法は「逆散乱法」と総称される．

3 戸田格子の拡張

戸田格子には実にさまざまな拡張がなされているが，
ここでは二つの拡張を紹介したい．
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■2次元戸田格子と階層構造 [14] レズノフとサベリエ
フは (5)を拡張して 2次元戸田格子もしくは戸田場と呼
ばれる方程式

∂2qn

∂z∂w
= eqn−1−qn − eqn−qn+1 (22)

もしくは

∂2

∂z∂w
log(1 + Vn) = Vn+1 + Vn−1 − 2Vn (23)

を考察した．(22), (23)において z = t+s
2 , w = t−s

2 と
おき，s 依存性を無視すれば (5), (6)がそれぞれ得られ
る．戸田格子以外にも，例えば 2 周期性 qn = qn+2 を
課すことによって微分幾何学で重要な役割を果たすサイ
ン・ゴルドン方程式

∂2v

∂z∂w
= −4 sin v, v = i(q0 − q1) (24)

が得られる．このように，2次元戸田格子方程式は可積
分系の理論で一種のマスター方程式として特別な位置を
占めている．背後の数理構造の一端は，無限格子の場合，
解の次のような美しい行列式表示に見ることができる．

qn = log
τn−1

τn
, Vn =

τn+1τn−1

τ2
n

− 1, (25)

τn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f

(1)
n f

(1)
n+1 · · · f

(1)
n+N−1

f
(2)
n f

(2)
n+1 · · · f

(2)
n+N−1

...
... · · ·

...
f

(N)
n f

(N)
n+1 · · · f

(N)
n+N−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (26)

∂f
(k)
n

∂z
= f

(k)
n+1,

∂f
(k)
n

∂w
= −f

(k)
n−1 (27)

特に pk, qk, ξk0, ηk0 (k = 1, · · · , N) を定数とし f
(k)
n を

f (k)
n = pn

k eξk + qn
k eηk ,

ξk = pkz − w

pk
+ ξk0, ηk = qkz − w

qk
+ ηk0

(28)

と取ればソリトン解が得られる．解の表示から，無限個
の独立変数 x = (x1, x2, · · ·), y = (y1, y2, · · ·) を

∂f
(k)
n

∂xi
= f

(k)
n+i,

∂f
(k)
n

∂yi
= −f

(k)
n−i (29)

で導入するのは自然であると考えられる．このとき，τn

は高次の独立変数 xi, yi の微分を含む無限個の双線形
方程式を同時に満足することが示される．上野と高崎は

1983 年に (22), (23) をもっとも簡単な場合として含む
無限個の可積分な微分差分方程式の階層を構成した．可
積分系の統一的な階層構造理論は 1981 年，佐藤によっ
てカドムツェフ・ペトビアシュビリ (KP) 方程式を含
む階層について初めて構築された．その後多くの階層が
同様に構成されたが，それらの理論は佐藤理論もしくは
KP 理論と総称される．2次元戸田格子階層はその重要
な一角を担う階層である．なお，(23) は曲面の変換を表
す方程式として 19 世紀にダルブーによって導出されて
いた．戸田格子の微分幾何学的側面に関しては本特集の
井ノ口氏の記事を参照していただきたい．
■離散化・超離散化 [11, 15] 広田は高精度で安定な数
値計算スキームの必要から，1977 年に戸田格子方程式
の性質を保存したまま時刻 tを離散化して差分方程式を
構成することに成功した．戸田格子方程式の表示として
(6)で Vn = eRn − 1 とした

d2Rn

dt2
= eRn+1 + eRn−1 − 2eRn (30)

を取り上げる．離散化された方程式の一つの形は，時刻
t，格子番号 nでの関数 R の値を Rt

n と書けば，δ を時
刻 tに関する格子間隔を表す定数として

Rt+1
n + Rt−1

n − 2Rt
n = F t

n+1 + F t
n−1 − 2F t

n,

F t
n = log(1 + δ2eRt

n)
(31)

で与えられる (離散時間戸田格子方程式)．ソリトン解や
周期解，分子解などの解も同様に存在するのは言うまで
もない．例えば 1-ソリトン解は

Rn = log
f t

n+1f
t
n+1

f2
n

, f t
n = 1 + e2(Pn+Ωt+ξ0),

sinh Ω = ±δ sinhP

(32)

である．tδ を改めて t とおけば， δ → 0の極限で (31)

は (30) に帰着し，解のレベルでも極限で対応すること
がわかる．驚くべきことに，離散時間戸田格子方程式は
さらに従属変数まで離散化して，その性質を保ちながら
整数値を取る力学系にすることすらできるのである．ま
ず，「箱玉系」と呼ばれるソリトンを記述するセルオート
マトンモデルが 1990 年に高橋・薩摩によって提出され
たが，ソリトン方程式との関連がわからなかった．1995

年に高橋・松木平は時間に関して 2階で戸田格子に似た
セルオートマトンモデルを計算機実験を駆使して探し

Xt+1
n + Xt−1

n − 2Xt
n = Gt

n+1 + Gt
n−1 − 2Gt

n,

Gt
n = max(0, Xt

n − L)
(33)

4



を得た．L を整数に選び，初期値 X0
n, X1

n を整数値に
取っておけば，任意の t について Xt

n は整数となる．解
は下の図のように戸田格子のソリトンによく似ている．
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その後，(31)と (33)を比較してそれらが変数変換Rt
n =

Xt
n

ε , δ = e−
L
2ε と極限の公式

lim
ε→+0

ε log
(
e

X
ε + e

Y
ε

)
= max(X,Y ), X, Y ∈ R (34)

によって対応していることが判明した．重要なことは，
(31) のソリトン解が同じ極限で (33) のソリトン解に移
行することである．公式 (34)を用いた，差分方程式の従
属変数の組織的な離散化の手続きを超離散化と呼ぶ．超
離散化は理論面では表現論や「トロピカル幾何学」との
関連で，また応用面では「渋滞学」への応用などでホッ
トな話題である．本特集の西成氏と金井氏の記事では後
者の話題が解説されているので参照していただきたい．

4 「ゆりかご」としての戸田格子

戸田格子とそれにまつわる研究の経緯や成果を振り
返ってみると，異なる立場や分野の間に理想的な相互作
用があったという感を強くする．戸田格子それ自身や広
田の方法，離散化・超離散化の発見は，既知の深い理論
を駆使したというよりは，むしろ数理的・物理的現象に
重きをおいた「遊び」や「試行錯誤」の末になされたも
のである．発見には深く広い数理的知識の上に培われた
強い個性と一種の嗅覚とも言うべき研ぎ澄まされた物理
的・工学的直感が本質的な役割を果たしている．発見の
経緯は後から学ぶ者の想像としばしば逆で，大変印象的
である．一方で，物理や工学的な動機や直感に助けられ
て見つかった材料が，豊かな数学的世界観を持つ数学者
によって本質を見抜かれ，抽象化され，整理されて数学
のまな板に乗ったとき，数学の発揮するパワーは凄まじ
い．隠れたからくりが一気に明らかになり，可能な限り
一般化される．そうして他分野との関連が見いだされ，
相互作用によってお互いの研究がまた進むことになる．

佐藤らいわゆる京都スクールによる壮大な階層構造理論
はまさにその典型であろう．例えば，独立変数を無限個
導入し，無限個の方程式の階層を全体としてとらえると
いうアイデアは，まさに数学の抽象性と自由さによるも
ので，現実の物理や工学の現象だけに拘っていてはなか
なかできないように思う．
さて，下の図は科学文献サービス Web of Science の
データベース ”Science Citation Index Expanded” 所
収の論文でタイトルに「Toda」という単語が含まれてい
るものの本数を出版年別にまとめたものである*2．全く
驚くべきことだが，戸田格子が発見後 40 年経っても研
究され続けていることは一目瞭然である．さまざまな新
しいアイデアが戸田格子を元に，また戸田格子を触媒と
して生み出され，戸田格子でテストされ，拡張されてき
た．戸田格子はいわば新しい研究を育てるゆりかごとも
言うべき役割を果たしているのである．ところで，グラ
フには論文数が急増した年がいくつかあるが，何があっ
たのだろうか．読者の議論の楽しみに残しておきたい．
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本稿では戸田格子にまつわる重要な話題，例えばロシア
のグループによる戸田格子のリー代数的観点からの拡
張，また数値解析アルゴリズムとの関係と新しいアルゴ
リズム開発の話題，ランダム行列などを通じた数学諸分
野との関連，さらに戸田格子の量子化に関連する話題な
ど，多くを割愛せざるを得なかったのは残念である．興
味を持たれた方は是非文献を調べてみていただきたい．
戸田先生は 90 才になられた今も精力的に執筆活動に励
んでおられる．誕生後 40 年を経て，戸田格子はますま
す元気である．

*2 戸田格子とは関係なさそうなごく少数の論文が混ざっているが，
誤差と見なして敢えてそのままにした．
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