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第1章 

戸田格子から始まる可積分系の第1歩



戸田 盛和 （1917～2010）
液体論・非線形波動・非線形格子振動	


そして戸田格子

お祖父様は維新で活躍した尾崎三良



内容とキーワード
戸田格子方程式とその基本的な性質

    完全可積分系 

　Lax 形式： 線形方程式系の両立条件としての定式化 

　Bäcklund 変換 

　広田の方法：厳密解を作る 

　ソリトン解



戸田格子方程式

戸田格子方程式 d2qn

dt2 = eqn�1�qn � eqn�qn+1

相対変位：

　フックの法則： ⇥(r) =
1
2
�r2 Force: �⇥⇥(r) = ��r

Equation of motion:
d2qn

dt2 = ��(qn � qn�1) + �(qn+1 � qn) = �(qn+1 + qn�1 � 2qn)

　戸田ポテンシャル �(r) =
a
b

e�br + ar a, b > 0 Force: ��⇥(r) = a(e�br � 1)

運動方程式 m
d2qn

dt2 = a
�
e�b(qn�qn�1) � e�b(qn+1�qn)

⇥

r � 0 : �(r) � a
b
+

ab
2

r2Rem. フックの法則
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Force ��⇥(r)

rn = qn � qn�1

�(r) =�

m
d2qn

dt2 = ��
⇥(rn) + �⇥(rn+1)

ポテンシャルエネルギー：

運動方程式：
qn−1 qn qn+1



戸田格子のさまざまな形

戸田格子方程式 d2qn

dt2 = eqn�1�qn � eqn�qn+1

d2rn

dt2 = ern+1 + ern�1 � 2ern rn := qn � qn+1

d2

dt2 log(1 + Vn) = Vn+1 + Vn�1 � 2Vn or

�⌅⌅⌅⌅⌅⇤
⌅⌅⌅⌅⌅⇥

d
dt

log(1 + Vn) = In � In+1,

dIn

dt
= Vn�1 � Vn

�⌅⌅⌅⌅⇤
⌅⌅⌅⌅⇥

1 + Vn = ern ,

In =
dqn

dt

In−1 In In+1

VnVn−1 出力入力

�⌅⌅⌅⌅⌅⇤
⌅⌅⌅⌅⌅⇥

dan

dt
= an(bn � bn+1),

dbn

dt
= 2(a2

n�1 � a2
n)

an =
1
2

e
qn�qn+1

2 , bn =
1
2

dqn

dt



戸田格子の性質(1)

次のHamiltonianを持つ古典力学のHamilton系
H =

1
2m

�

n

p2
n +

a
b

�

n

e�b(qn�qn�1), qn = qn, pn = m
dqn

dt
,

N粒子からなる有限系（e.g. 周期系）がポアソン括弧に関して可換
なN個の保存量を持つならば，それは完全可積分系であり， 初期
値問題は求積法で解ける.

Liouville-Arnoldの定理:	



N自由度のHamilton系がポアソン括弧について可換なN個の保存量を持つならば， その
初期値問題は，求積法，すなわち，以下の操作の有限回の繰り返しで解ける．	


四則演算	


微分・積分	


逆函数を取る操作	


微分・積分を含まない方程式を解く操作

完全可積分系の例	


2体問題（ケプラー問題）	


ラグランジュのコマ，オイラーのコマ，コワレフスカヤのコマ(1888)	



戸田格子 (M. Toda, 1967)



線形作用素の固有値問題の固有値保存変形としての定式化 (Lax形式):

dIn

dt
= Vn�1

� Vn,
d
dt

log(1 + Vn) = In � In+1

, n = 1, . . . ,N, IN+1

= I
1

, VN+1

= V
1

L� = ��, L =

�
���������������������������

I1 1 1 + VN
1 + V1 I2 1

1 + V2 I3 1
. . .

. . .
. . .

1 + VN�2 IN�1 1
1 1 + VN�1 IN

�
���������������������������

d�
dt
= B�, B =

�
���������������������������

0 1 + VN
1 + V1 0

1 + V2 0
. . .

. . .

1 + VN�2 0
1 + VN�1 0

�
���������������������������

dL
dt
� + L

d�
dt
= �

d�
dt
� dL

dt
� + LB� = BL� � dL

dt
= BL � LB � 戸田格子

両立条件（λt = 0）:

戸田格子の性質(2)

補助線形問題



A Merit of Lax Formalism

Lax形式の一つの利点： 保存量の組織的な構成

命題： Tr L
k 
 (k=1,...N) は保存量である

d
dt

Tr Lk = 0, k = 1, . . . ,N.

証明： A = (ai j), B = (bi j) に対し Tr A =
N�

i=1

aii, Tr AB =
N�

i=1

N�

k=1

aikbki =

N�

k=1

N�

i=1

bkiaik = Tr BA

L’ = BL - LBより次のように計算される
d
dt

Tr Lk = Tr
�
L⇤Lk�1 + LL⇤Lk�2 + · · · + Lk�1L⇤

⇥
= Tr
⇤
(BL � LB)Lk�1 + L(BL � LB)Lk�2 + · · · + Lk�1(BL � LB)

⌅

= Tr
⇤
(BLk � LBLk�1) + (LBLk�1 � LBLk�2) + · · · + (Lk�1BL � LkB)

⌅
= Tr
�
BLk � LkB

⇥
= 0. �

※　 qn について書き下すとTr L ∝ 運動量，TrL
2
 ∝ 全エネルギー  

もしAとBの要素がtの函数ならば
d
dt

Tr AB =
d
dt

N⇧

i=1

N⇧

k=1

aikbki =

N⇧

i=1

N⇧

k=1

�
a�ikbki + aikb�ki

⇥
= Tr

⇤
dA
dt

B + A
dB
dt

⌅
.



Bäcklund 変換

(�)

��������
�������

dqn

dt
= �eqn�qn +

1
�

eqn�1�qn + �

dqn

dt
= �eqn�qn +

1
�

eqn�qn+1 + �
qn(qn)を消去

���������
��������

d2qn

dt2 = eqn�1�qn � eqn�qn+1

d2qn

dt2 = eqn�1�qn � eqn�qn+1

与えられたqn に対して(*)を解けば , 別の解 qnが得られる: Bäcklund 変換

qn = 0, � = e��, � = �(e� + e��)例:
��������
�������

0 = �e�qn +
1
�

eqn�1 + �

dqn

dt
= �e�qn +

1
�

eqn + �

� eqn = Xn �

������
�����

Xn = �
e��

e�Xn�1 � (e� + e��)

X�n = e�X2
n � (e� + e��)Xn + e��

離散 Riccati 方程式

Riccati 方程式

Xn =
1 + e2⇥(n�1)+2�t

1 + e2⇥n+2�t , � = sinh ⇥ =
e⇥ � e�⇥

2

BT は背後の豊富な数理構造の存在を示唆する	


BT はHamilton系の正準変換としても定式化できる



ソリトン解の構成：広田の方法(1)

qn =
1 + e2⇥(n�1)+2�t

1 + e2⇥n+2�t , � = sinh ⇥ =
e⇥ � e�⇥

2
進行波解	



(1-ソリトン解)

d2qn

dt2

= eqn�1

�qn � eqn�qn+1 � d2

dt2

log �n�1

� d2

dt2

log �n =
�n�2

�n

�2

n�1

� �n�1

�n+1

�2

n

� d2

dt2

log �n�1

� �n�2

�n

�2

n�1

=
d2

dt2

log �n �
�n�1

�n+1

�2

n
= f (t) � ���n �n � �2

n = �n�1�n+1 � f (t) �2
n (��)

D

m

x

D

n

t

f · g = (�
x

� �
x

⇥ )m (�
t

� �
t

⇥ )n

f (x, t)g(x

⇥, t⇥)
���
x=x

⇥,t=t

⇥

広田の双線形微分演算子 (D-operator)

D

x

f · g = f

x

g � f g

x

, D

2
x

f · g = f

xx

g � 2 f

x

g

x

+ f g

xx

, D

x

D

t

f · g = f

xt

g � f

x

g

t

� f

t

g

x

+ f g

xt

, etc.

1
2

D2
t �n · �n = �n+1�n�1 � f (t) �2

n(**)
戸田格子方程式の 

「双線形方程式（形式）」
�n : τ 函数

eqn =
�n�1

�n
qn = log

�n�1

�n
or



ソリトン解の構成：広田の方法
d2qn

dt2

= eqn�1

�qn � eqn�qn+1 �⇥ qn = log

�n�1

�n
�⇥ 1

2

D2

t �n · �n = �n+1

�n�1

� f (t) �2

n

D

m

x

D

n

t

f · g = (�
x

� �
x

⇥ )m (�
t

� �
t

⇥ )n

f (x, t)g(x

⇥, t⇥)
���
x=x

⇥,t=t

⇥

D-operatorの性質:

双線形性	


交換則	


引数が定数の場合	


指数函数の計算則

D

m

x

D

n

t

(a f + bg) · h = aD

m

x

D

n

t

f · h + bD

m

x

D

n

t

g · h
D

m

x

D

n

t

f · g = (�1)m+n

D

m

x

D

n

t

g · f

D

m

x

D

n

t

f · 1 = �m

x

�n

t

f

D

m

x

D

n

t

e

p1 x+q1t · ep2 x+q2t = (p1 � p2)m(q1 � q2)n

e

(p1+p2)x+(q1+q2)t

ソリトン解の構成
qn = 0は解.それに対応して τn = 1 は解(f(t)=1).	



τn = 1に「摂動法」の技法を用いる. つまり，展開 

 
を仮定し，双線形方程式に代入する．εj の係数から得られる方程式を低次
の方から順番に解く．適当なところでやめればそこで近似解が得られる．

�n = 1 + � f (1)
n + �

2 f (2)
n + �

3 f (3)
n + · · ·



1
2

D2
t ⇥n · ⇥n = ⇥n+1⇥n�1 � ⇥2

n, ⇥n = 1 + � f (1)
n + �

2 f (2)
n + �

3 f (3)
n + · · ·

1
2

D2
t

�
1 + � f (1)

n + �
2 f (2)

n + �
3 f (3)

n

�
·
�
1 + � f (1)

n + �
2 f (2)

n + �
3 f (3)

n

�

=
�
1 + � f (1)

n+1 + �
2 f (2)

n+1 + �
3 f (3)

n+1

� �
1 + � f (1)

n�1 + �
2 f (2)

n�1 + �
3 f (3)

n�1

�
�
�
1 + � f (1)

n + �
2 f (2)

n + �
3 f (3)

n

�2

O(�) : f (1)
n
�� = f (1)

n+1 + f (1)
n�1 � 2 f (1)

n

O(�3) : f (3)
n
⇥⇥ � f (3)

n+1 � f (3)
n�1 + 2 f (3)

n = �D2
t f (1)

n · f (2)
n + f (1)

n+1 f (2)
n�1 + f (2)

n+1 f (1)
n�1 � 2 f (1)

n f (2)
n

O(�2) : f (2)
n
⇥⇥ � f (2)

n+1 � f (2)
n�1 + 2 f (2)

n = �
1
2

D2
t f (1)

n · f (1)
n + f (1)

n+1 f (1)
n�1 � f (1)

n
2 = 0

O(�2) : f (2)
n
⇥⇥ � f (2)

n+1 � f (2)
n�1 + 2 f (2)

n = �
1
2

D2
t f (1)

n · f (1)
n + f (1)

n+1 f (1)
n�1 � f (1)

n
2

と選べる．f (2)
n = 0. 同様に f (k)

n = 0 (k = 3, 4, . . . .)

摂動展開が切れた！　→　厳密解！

1-ソリトン解： f (1)

n = e�1 , �
1

= P
1

n + Q
1

t (+const.)

O(�) : Q2
1 = eP1 + e�P1 � 2 = (e

P1
2 � e�

P1
2 )2 ⇥ Q1 = ±2 sinh

P1

2

ソリトン解の構成：広田の方法(2)



1-ソリトン解:

= �D2
t e�1 · e�2 + e�1+�2+p1�p2 + e�1+�2�p1+p2 � 2e�1+�2

とおくf (2)
n = A12e�1+�2

⇥n = 1 + e�1 , �1 = P1n ± 2 sinh
P1

2
t

2-ソリトン解： f (1)

n = e�1 + e�2 , �i = Pin + Qit (+const.)

O(�) : f (1)
n
�� = f (1)

n+1 + f (1)
n�1 � 2 f (1)

n �⇥ Qi = ±2 sinh
Pi

2

O(�2) : f (2)
n
⇥⇥ � f (2)

n+1 � f (2)
n�1 + 2 f (2)

n = �
1
2

D2
t f (1)

n · f (1)
n + f (1)

n+1 f (1)
n�1 � f (1)

n
2

= �1
2

D2
t (e�1 + e�2 ) · (e�1 + e�2 ) +

�
e�1+P1 + e�2+P2

� �
e�1�P1 + e�2�P2

�
� (e�1 + e�2 )2

= �(Q1 � Q2)2e�1+�2 +
�
e

P1�P2
2 � e�

P1�P2
2

�2
e�1+�2 = �

�
e

P1
2 � e�

P1
2

� �
e

P2
2 � e�

P2
2

� �
e

P1�P2
4 � e�

P1�P2
4

�2
e�1+�2

LHS = A12(Q1 + Q2)2e�1+�2 � A12

�
e

P1+P2
2 � e�

P1+P2
2

�2
e�1+�2

= �A12

�
e

P1
2 � e�

P1
2

� �
e

P2
2 � e�

P2
2

� �
e

P1+P2
4 � e�

P1+P2
4

�2
e�1+�2

A12 =

�
������

e
P1�P2

4 � e�
P1�P2

4

e
P1+P2

4 � e�
P1+P2

4

�
������

2

=

�
������

sinh P1�P2
4

sinh P1+P2
4

�
������

2

ソリトン解の構成：広田の方法(3)



摂動展開がまた切れた！厳密な 2-ソリトン解!

と選べる 同様にf (3)
n = 0. f (k)

n = 0 (k = 4, 5, . . . .)

f (1)
n = e�1 + e�2 , f (2)

n = A12e�1+�2 , �i = Pin + Qit, Qi = ±2 sinh
Pi

2

O(�3) : f (3)
n
⇥⇥ � f (3)

n+1 � f (3)
n�1 + 2 f (3)

n = �D2
t f (1)

n · f (2)
n + f (1)

n+1 f (2)
n�1 + f (2)

n+1 f (1)
n�1 � 2 f (1)

n f (2)
n

= �D2
t (e�1 + e�2 ) · A12e�1+�2 +

�
e�1+P1 + e�2+P2

�
A12e�1+�2�P1�P2 +

�
e�1�P1 + e�2�P2

�
A12e�1+�2+P1+P2

� 2 (e�1 + e�2 ) A12e�1+�2

右辺第1項
D2

t (e�1 + e�2 ) · e�1+�2 = D2
t e�1 · e�1+�2 + D2

t e�2 · e�1+�2 = [Q1 � (Q1 + Q2)]2 e2�1+�2 + [Q2 � (Q1 + Q2)]2 e�1+2�2

= Q2
2 e2�1+�2 + Q2

1 e�1+2�2

右辺：A12

�
�Q2

2 e2�1+�2 � Q2
1 e�1+2�2 +

�
e

P2
2 � e�

P2
2

�2
e2�1+�2 +

�
e

P1
2 � e�

P1
2

�2
e�1+2�2

�
= 0

2-ソリトン解: ⇥2 = 1 + e�1 + e�2 + A12e�1+e�2 , A12 =

�
������

sinh P1�P2
4

sinh P1+P2
4

�
������

2

ソリトン解の構成：広田の方法(4)



自明な乗法因子を除いて同値

なぜ 2-ソリトン解は「2-ソリトン」か？(1)

2-ソリトン解: ⇥2 = 1 + e�1 + e�2 + A12e�1+�2 , �i = pin + qit, qi = �2 sinh
pi

2

p1 > p2 > 0 と仮定し次のように書く： �i = pi(n � vit), vi =
2
pi

sinh
pi

2
vi is piの単調増加函数だから v1 > v2 > 0.

速度 v1で走る波に乗って眺める �1 = p1(n � v1t) = p1⇥1 �1 = const.

�2 = p2(n � v2t) = p2(n � v1t) + p2(v1 � v2)t = p2⇥1 + p2(v1 � v2)t (v1 � v2 > 0)注意:

⇤2 = 1 + e�1 + e�2 + A12e�1+�2 = 1 + ep1⇥1 + ep2⇥1+p2(v1�v2)t + A12e(p1+p2)⇥1+p2(v1�v2)t

t ⇤ +⌅ : ⇤2 ⇥ ep2⇥1+p2(v1�v2)t + A12e(p1+p2)⇥1+p2(v1�v2)t = e�2 + A12e�1+�2 = e�2 (1 + A12e�1 ) � 1 + A12e�1

t ⇤ �⌅ : ⇤2 ⇥ 1 + ep1⇥1 = 1 + e�1

t~±∞  で速度 v1 で走る波が観測される．振幅・速度は変化しない. しかし  log A12

だけ位相シフトが発生．

 Remark： τnに exp[Pt+Qn]をかけても,  qn = log τn-1/τn は定数が加えられるだけ.

>0



Rn = qn � qn+1 = log
�n�1�n+1

�2
n

 速度 v2で走る波から眺める ： �2 = p2(n � v2t) = p2⇥2 �2 = const.

⇤2 = 1 + e�1 + e�2 + A12e�1+�2 = 1 + ep1⇥2+p1(v2�v1)t + ep2⇥2 + A12e(p1+p2)⇥2+p1(v2�v1)t

t ⇤ �⌅ : ⇤2 ⇥ ep1⇥2+p1(v2�v1)t + A12e(p1+p2)⇥2+p1(v2�v1)t = e�1 + A12e�1+�2 = e�1 (1 + A12e�2 ) � 1 + A12e�2

t ⇥ +⇤ : ⇤2 � 1 + ep2⇥2 = 1 + e�2

注意: �1 = p1(n � v1t) = p1(n � v2t) + p1(v2 � v1)t = p1⇥2 + p1(v2 � v1)t (v2 � v1 < 0)

 相互作用で振幅・速度は保存する 

 非線形相互作用の証拠として位相シフト

粒子的性質を持つ孤立波: soliton = solitary+on

t~±∞  で速度v2 で走る波が観測された．振幅・速度に変化はないが，  

位相シフト  -log A12が発生した．

なぜ 2-ソリトン解は「2-ソリトン」か？(2)

<0

<0



第2章 

2次元戸田格子を通じて学ぶ 

可積分系の理論



1：2次元戸田格子方程式とその性質

内容とキーワード

　広田の方法で解を作る 

　ソリトン解の行列式構造：τ 函数 

　双線形方程式 = 行列式の恒等式：Plücker 関係式



2次元戸田格子方程式
⇥2qn

⇥x⇥y
= eqn�1�qn � eqn�qn+1 ,

⇥2rn

⇥x⇥y
= ern+1 + ern�1 � 2ern ,

⇥2

⇥x⇥y
log(1 + Vn) = Vn+1 + Vn�1 � 2Vn,

⇥

⇥x
log(1 + Vn) = In � In+1,

⇥In

⇥y
= Vn�1 � Vn

双線形方程式 1
2

DxDy �n · �n = �n+1�n�1 � f (t) �2
n

従属変数の間の関係
qn = log

�n�1

�n
, rn = qn � qn+1 = log

�n+1�n�1

�2
n
, 1 + Vn =

�n+1�n�1

�2
n
, In =

⇤qn

⇤x
=
⇤

⇤x
log
�n�1

�n

戸田格子との関係： t = x+y, s = x-y  とおいて次の条件を課す �qn

�s
= 0

�2qn

�x�y
= eqn�1�qn � eqn�qn+1 ⇥

�
�2

�t2 �
�2

�s2

⇥
qn = eqn�1�qn � eqn�qn+1 ⇥ d2qn

dt2 = eqn�1�qn � eqn�qn+1



1-ソリトン解： f (1)
n = R2n

1 eP1 x+Q1y = e�1 , �1 = 2n log R1 + P1x + Q1y (+�10)

ソリトン解(1)

1
2

DxDy ⇥n · ⇥n = ⇥n+1⇥n�1 � ⇥2
n, ⇥n = 1 + � f (1)

n + �
2 f (2)

n + �
3 f (3)

n + · · ·

O(�) : ⇥x⇥y f (1)
n = f (1)

n+1 + f (1)
n�1 � 2 f (1)

n

O(�2) : ⇥x⇥y f (2)
n � f (2)

n+1 � f (2)
n�1 + 2 f (2)

n = �
1
2

DxDy f (1)
n · f (1)

n + f (1)
n+1 f (1)

n�1 � f (1)
n

2

O(�3) : ⇥x⇥y f (3)
n � f (3)

n+1 � f (3)
n�1 + 2 f (3)

n = �DxDy f (1)
n · f (2)

n + f (1)
n+1 f (2)

n�1 + f (2)
n+1 f (1)

n�1 � 2 f (1)
n f (2)

n

O(�) : P1Q1 = R2
1 +

1
R2

1
� 2 =

�
R1 �

1
R1

⇥2

O(�2) : f (2)
n
⌅⌅ � f (2)

n+1 � f (2)
n�1 + 2 f (2)

n = �
1
2

DxDy f (1)
n · f (1)

n + f (1)
n+1 f (1)

n�1 � f (1)
n

2 = 0 ⇤ f (2)
n = 0

�n = 1 + R2n
1 eP1 x+Q1y, P1Q1 =

�
R1 �

1
R1

⇥2
1-ソリトン解：



2-ソリトン解(1)

f (1)n = e
�1 + e�2 , �i = 2n logRi + Pix + Qiy

1
2

DxDy ⇥n · ⇥n = ⇥n+1⇥n�1 � ⇥2
n, ⇥n = 1 + � f (1)

n + �
2 f (2)

n + �
3 f (3)

n + · · ·

⇥n = 1 + e
�1 + e�2 + A12e

�1+�2 , A12 = �

⇤
(P1 � P2)(Q1 � Q2) �

�
R1
R2
� R2

R1

⇥2⌅

⇤
(P1 + P2)(Q1 + Q2) �

�
R1R2 � 1

R1R2

⇥2⌅
2-ソリトン解：

PiQi =

 
Ri �

1
Ri

!2

Pi = pi � qi, Qi = �
1

pi
+
1

qi
, Ri =

�
pi

qi

⇥ 1
2

=⇥
PiQi = (pi � qi)

�
� 1
pi
+
1

qi

⇥
=
pi

qi
+
qi

pi
� 2 =

�
Ri �

1

Ri

⇥2

Ai j =
(pi � qi)(p j � q j)
(pi � q j)(p j � qi)

2-ソリトン解： ⇤n = 1 + e
�1�⇥1 + e�2�⇥2 + A12e

�1+�2�⇥1�⇥2

�i = n log pi + pix �
y

pi
+ �0i, ⇥i = n logqi + qix �

y

qi
+ ⇥0i, A12 =

(p1 � q1)(p2 � q2)
(p1 � q2)(p2 � q1)

 ソリトン解の「よい」パラメータ付け (重要！)



Casorati 行列式 (1)
2-ソリトン解は2x2行列式で表される！

⇤n = 1 + e
�1�⇥1 + e�2�⇥2 + A12e

�1+�2�⇥1�⇥2 �

���������

e�1 + e⇥1 p1e
�1 + q1e

⇥1

e�2 + e⇥2 p2e
�2 + q2e

⇥2

���������
=

���������

f
(1)
n f

(1)

n+1

f
(2)
n f

(2)

n+1

���������
Casorati 行列式

f (i)n = e
�i + e⇥i , �i = n log pi + pix �

y

pi
+ �0i, ⇥i = n log qi + qix �

y

qi
+ ⇥0i

 Check 右辺 =
�
e�1 + e⇥1

⇥ �
p2e
�2 + q2e

⇥2
⇥
�
�
e�2 + e⇥2

⇥ �
p1e
�1 + q1e

⇥1
⇥

= (p2 � p1)e�1+�2 + (q2 � p1)e�1+⇥2 + (p2 � q1)e�2+⇥1 + (q2 � q1)e⇥1+⇥2

� 1 +
q2 � p1
q2 � q1

e�1�⇥1 +
p2 � q1
q2 � q1

e�2�⇥2 +
p2 � p1
q2 � q1

e�1+�2�⇥1�⇥2 (★)

(★) = 1 + e�1�⇥1 + e�2�⇥2 +
p2 � p1
q2 � q1

⇥ (q2 � q1)2
(q2 � p1)(p2 � q1)

e�1+�2�⇥1�⇥2

= 1 + e�1�⇥1 + e�2�⇥2 +
(p2 � p1)(q2 � q1)
(q2 � p1)(p2 � q1)

e�1+�2�⇥1�⇥2 = (左辺)

(q
2

� p
1

)e�1 = e�1

+log(q
2

�p
1

) � e�1

(q
2

� q
1

)e�1 = e�1+log(q
2

�q
1

) � e�1
(p

2

� q
1

)e�2 = e�2

+log(p
2

�q
1

) � e�2

(q
2

� q
1

)e�2 = e�2+log(q
2

�q
1

) � e�2

任意定数の自由度を使う！



定理： 次の N x N Casorati 行列式

�n =

����������������

f
(1)
n f

(1)

n+1
· · · f

(1)

n+N�1

f
(2)
n f

(2)

n+1
· · · f

(2)

n+N�1
...

... · · ·
...

f
(N)
n f

(N)

n+1
· · · f

(N)

n+N�1

����������������

は2次元戸田格子方程式の双線形方程式を満たす：

1

2
DxDy�n · �n = �n+1�n�1 � �2n

ただし，fn(k) (k=1,…,N) は次の線形関係式を満たす．

⇥ f (k)n

⇥x
= f

(k)

n+1
,
⇥ f (k)n

⇥y
= � f (k)

n�1

注意: f (k)n = p
n
k exp

�
pkx �

y

pk
+ �k0

⇥
+ qnk exp

�
qkx �

y

qk
+ ⇥k0

⇥
N-ソリトン解

Casorati 行列式 (2)



�n =

����������������

f
(1)
n f

(1)

n+1
· · · f

(1)

n+N�1

f
(2)
n f

(2)

n+1
· · · f

(2)

n+N�1
...

... · · ·
...

f
(N)
n f

(N)

n+1
· · · f

(N)

n+N�1

����������������

= | 0, 1, · · · , N � 2, N � 1 | , j =

⇥
⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌃⌅

f
(1)

n+ j

f
(2)

n+ j

...

f
(N)

n+ j

⇤
⌥⌥⌥⌥⌥⌥⌥⌥⌥⌥⌥⌥⌥⌥⌥⌥⌥⌥⌥⌥⌥⌥⇧

命題： (微分公式)

�n = | 0, 1, · · · , N � 2, N � 1 | ⇤x�n = | 0, 1, · · · , N � 2, N |

�n+1 = | 1, · · · , N � 2, N � 1, N | �⇤y�n = | �1, 1, · · · , N � 2, N � 1 |

�n�1 = | �1, 0, 1, · · · , N � 2 | �
�
⇤x⇤y + 1

⇥
�n = | �1, 1, · · · , N � 2, N |

Casorati 行列式 (3)
 ステップ 1: τの微分 = 列がシフトした行列式： 「微分公式」

Freeman-Nimmoの記法：



Casorati 行列式 (4)

⇤x�n =
��� 0⇥, 1, · · · , N � 2, N � 1

��� + · · · +
��� 0, 1, · · · , N � 2⇥, N � 1

��� +
��� 0, 1, · · · , N � 2, N � 1⇥

���

= | 0, 1, · · · , N � 2, N |

⇤y�n =
��� 0⇥, 1, · · · , N � 2, N � 1

��� +
��� 0, 1⇥, · · · , N � 2, N � 1

��� + · · · +
��� 0, 1, · · · , N � 2, N � 1⇥

���

= � | �1, 1, · · · , N � 2, N � 1 |

⇤x⇤y�n = �
��� � 1⇤, 1, · · · , N � 2, N � 1

��� �
��� � 1, 1⇤, · · · , N � 2, N � 1

��� + · · · +
��� � 1, 1, · · · , N � 2, N � 1⇤

���

= � | 0, 1, · · · , N � 2, N � 1 | � | � 1, 1, · · · , N � 2, N |

= ��n � | � 1, 1, · · · , N � 2, N |

 Check: 左の列の公式は定義より自明． 右の列の公式は以下のように確かめられる：

= | 1, 1, · · · , N � 2, N � 1 | + · · · + | 0, 1, · · · , N � 1, N � 1 | + | 0, 1, · · · , N � 2, N |

�
� f

(i)
n

�x
= f

(i)
n+1

= � | �1, 1, · · · , N � 2, N � 1 | � | 0, 0, · · · , N � 2, N � 1 | � · · · � | 0, 1, · · · , N � 2, N � 2 |

�
� f (i)

n

�y
= � f (i)

n�1



Casorati 行列式 (5)

0 =
1

2
DxDy�n · �n � �n+1�n�1 + �2n =

�
⇥x⇥y�n

⇥
�n � (⇥x�n)

�
⇥y�n
⇥
� �n+1�n�1 + �2n

=
�
� | 0, 1, · · · , N � 2, N � 1 | � | � 1, 1, · · · , N � 2, N |

⇥
⇤ | 0, 1, · · · , N � 2, N � 1 |

� | 0, 1, · · · , N � 2, N | ⇤
�
� | � 1, 1, · · · , N � 2, N � 1 |

⇥

� | 1, 2, · · · , N � 1, N | ⇤ | � 1, 0, 1, · · · , N � 2 |
+ | 0, 1, · · · , N � 2, N � 1 | ⇤ | 0, 1, · · · , N � 2, N � 1 |

= � | � 1, 0, 1, · · · , N � 2 | ⇤ | 1, 2, · · · , N � 1, N |
+ | � 1, 1, · · · , N � 2, N � 1 | ⇤ | 0, 1, · · · , N � 2, N |
� | � 1, 1, · · · , N � 2, N | ⇤ | 0, 1, · · · , N � 2, N � 1 |

Bilinear eq. of 2DTL (※) 0 = | �1, 0, 1, · · · , N � 2 | ⇤ | 1, · · · , N � 2, N � 1, N |
+ | 0, 1, · · · , N � 2, N � 1 | ⇤ | �1, 1, · · · , N � 2, N |
� | 0, 1, · · · , N � 2, N | ⇤ | �1, 1, · · · , N � 2, N � 1 |

 ステップ 2:双線形方程式 =行列式の恒等式: Plücker 関係式



Casorati 行列式 (6)

|A|i1i2···il
j1 j2··· jl

: Aからi1,i2...,il 行と j1,j2,...,jl 列を除去して得られる	


(N-l)x (N-l)小行列式

命題： 行列式のLaplace展開
A = (ai j)1�i, j�N : N x N 行列

|A|i1i2···il
j1 j2··· jl

: Aからi1,i2...,il 行と j1,j2,...,jl 列を選んで得られる	


l x l 小行列式

を満たすl 個の整数 i1,i2...,il  sを固定すると，次が成り立つ．1 � i1 < i2 < · · · < il � N

|A| = (�1)i1+···+il
�

1⇤ j1<···< jl⇤N

(�1) j1+···+ jl |A|i1i2···il
j1 j2··· jl ⇥ |A|

i1i2···il
j1 j2··· jl

例: l = 1, i1=1. |A|i1j1 = a1 j1

|A| =
�

1⇤ j1⇤N

(�1)1+ j1 a1 j1 ⇥ |A|
1
j1 =

�

1⇤ j1⇤N

a1 j1 ⇥ A1 j1 , A1 j1 : (1,j1)-余因子

第1行に関する展開公式



Casorati 行列式(7)

0 =

��������

�1 0 1 · · · N � 2 Ø N � 1 N

�1 Ø 1 · · · N � 2 N � 1 N

��������
������������������������������������������������

N�1
������������������������������������

N�2

次のような2N x 2N行列式の恒等式を考える：

RHS =

��������

Ø 0 1 · · · N � 2 �(1) · · · �(N � 2) Ø Ø

�1 Ø 1 · · · N � 2 N � 1 N

��������

�

=

��������

Ø 0 1 · · · N � 2 Ø Ø Ø

�1 Ø 1 · · · N � 2 N � 1 N

��������
������������������������������������������������

N�1
������������������������������������

N�2

チェック: 上のブロックから下のブロックを引く．次に：

ここでLaplace展開をl=N, i1=1,…,iN=Nとして適用． 上のブロックには
N+1 個の空の列があるから，展開の全ての項はゼロになる



Casorati 行列式(8)

0 =

��������

�1 0 1 · · · N � 2 Ø N � 1 N

�1 Ø 1 · · · N � 2 N � 1 N

��������

右辺にLaplace展開を直接適用: Plücker 関係式（最も簡単なもの）

0 = | �1, 0, 1, · · · , N � 2 | ⇥ | 1, · · · , N � 2, N � 1, N |
+ | 0, 1, · · · , N � 2, N � 1 | ⇥ | �1, 1, · · · , N � 2, N |
� | 0, 1, · · · , N � 2, N | ⇥ | �1, 1, · · · , N � 2, N � 1 |

双線形方程式

2次元戸田格子方程式の双線形方程式 =  Plücker 関係式 

�n =

����������������

⇥(1)
n ⇥(1)

n+1 · · · ⇥(1)
n+N�1

⇥(2)
n ⇥(2)

n+1 · · · ⇥(2)
n+N�1

...
... · · ·

...

⇥(N)
n ⇥(N)

n+1 · · · ⇥(N)
n+N�1

����������������

1
2

D

x

D

y

�
n

· �
n

= �
n+1�n�1 � �2

n

⇥�(i)
n

⇥x
= �(i)

n+1,
⇥�(i)

n

⇥y
= ��(i)

n�1



可積分系の本質的な構造
Plücker 関係式は無限個ある 

特別視する列ベクトル -1, 0, N-1,N は何でもよい．	


特別視するベクトルは（4本以上であれば）何本でもよい．

微分・差分構造:  
τに適当な微分・差分構造を導入することで，任意の列のシフトを伴う行列式はτに
適当な微分作用素をかけて得られる．

例: 無限個の独立変数 xj,yj (j=1,2,...) を次のように導入： ⇥�(i)
n

⇥x
j

= �(i)
n+ j

,
⇥�(i)

n

⇥y
j

= ��(i)
n� j

無限個のPlücker関係式 
= 同じ解を共有する無限個の双線形方程式 
(上記の微分・差分) 「2次元戸田格子階層」 
(xj またはyj のみ) 「KP階層」

佐藤理論： 

Sソリトン方程式の解空間はグラスマン多様体である．	


τ 函数はPlücker座標である．



 2DTL と射影微分幾何
⇤2 log hn
⇤x⇤y

= hn+1 + hn�1 � 2hn, hn =
�n�1�n+1
�2n

,

は実射影空間で「共役網」(Darboux, 1889)と呼ばれる座標系を許容する曲面の変換を
記述する． Darbouxは半無限格子上で現在「分子解」と呼ばれる解も構成した．

  2次元戸田格子方程式の「分子解」

2次元戸田格子とDarboux

�n =

�����������������

f (x, y) ⌅x f (x, y) · · · ⌅n�1x f (x, y)

⌅y f (x, y) ⌅x⌅y f (x, y) · · · ⌅n�1x ⌅y f (x, y)

...
... · · ·

...

⌅n�1y f (x, y) ⌅x⌅n�1y f (x, y) · · · ⌅n�1x ⌅
n�1
y f (x, y)

�����������������

f (x, y) : 任意函数

1

2
DxDy�n · �n = �n+1�n�1 n = 0, 1, 2, . . . , 初期 (境界)条件： ��1 = 0, �0 = 1, �1 = f .

行列式のサイズ＝格子番号







2：簡約

内容とキーワード

　簡約：解空間を制限することで新しい方程式を作る操作 

　Sine-Gordon方程式，戸田格子方程式 

　解のレベルでの簡約



簡約
簡約:  解空間（解のパラメータ）を制限して新しい方程式を
作る操作

2DTL → 1DTL:  t = x+y, s = x-yとして次の条件を課す �qn

�s
= 0

�2
q

n

�x�y
= e

q

n�1�q

n � e

q

n

�q

n+1 �
�
�2

�t2 �
�2

�s2

�
q

n

= e

q

n�1�q

n � e

q

n

�q

n+1 � d

2
q

n

dt

2 = e

q

n�1�q

n � e

q

n

�q

n+1

2DTL → sinh-Gordon:  2周期性を課す qn+2 = qn

�2
q

n

�x�y
= e

q

n�1�q

n � e

q

n

�q

n+1 �

��������
�������

�2
q0

�x�y
= e

q1�q0 � e

q0�q1

�2
q1

�x�y
= e

q0�q1 � e

q1�q0

� �2
v

�x�y
= 2
�
e

�v � e

v

�
, v := q0 � q1

��

�2
v

�x�y
= �4 sinh v

�2�

�x�y
= �4 sin �

sinh-Gordon 方程式

sine-Gordon 方程式 v =
�
�1� �

�
�1R





戸田格子への簡約(1)

2DTL → 1DTL:   τ函数に制限を加えて条件を実現する �qn

�s
= 0

qn = log

�n�1

�n
=� ⇥sqn =

⇥s�n�1

�n�1

� ⇥s�n

�n
= 0 =� ⇥s�n = const. � �n

ソリトン解： �n = det
�
⇥(i)

n+ j�1

�
i, j=1,...,N

�(i)

n

= p

n

i

e

p

i
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p

i + q
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� �s�
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i exp
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�
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�
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+

1
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�
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1
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�
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i exp

�
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2

�
qi �

1
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�
t +

1

2

�
qi +

1

qi

�
s
�
� �(i)

n

� pi +
1
pi
= qi +

1
qi

�� (pi � qi)
�
1 � 1

piqi

�
= 0 �� qi =

1
pi
, ⇥s�

(i)
n =

1
2

�
pi +

1
pi

�
�(i)

n

=� ⇥s�n = CN �n, CN =

N�

i=1

1
2

�
pi +

1
pi

�



戸田格子への簡約 (2)

t = x + y, s = x � y, q

i

=
1
p

i

, ⇥
s

�
n

= C

N

�
n

, C

N

=

N�

i=1

1
2

�
p

i

+
1
p

i

�

2DTL
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y

�
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� (�
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�
n

)
�
�
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�
= �

n+1�n�1 � �2
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) �
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) �
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) �
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� (�
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N

) �
n

=
�
�2

t

�
n

�
�

n

� (�
t

�
n

)2 =�
�
�2

t

�
n

�
�

n

� (�
t

�
n

)2 = �
n+1�n�1 � �2

n

1DTL!

�n =

����������������

⇥(1)
n ⇥(1)

n+1 · · · ⇥(1)
n+N�1

⇥(2)
n ⇥(2)

n+1 · · · ⇥(2)
n+N�1

...
... · · ·

...

⇥(N)
n ⇥(N)

n+1 · · · ⇥(N)
n+N�1

����������������

�(i)
n = pn

i e
t
2

�
pi� 1

pi

�
+�i0
+ p�n

i e�
t
2

�
pi� 1

pi

�
+�i0

1
2

D2
t �n · �n = �n+1�n�1 � �2

n

戸田格子方程式の双線形方程式とτ函数



Sinh-Gordonへの簡約(1)

qn = log
�n�1
�n

=⇤ log
�n+1
�n+2

= log
�n�1
�n

=⇤ �n+2 = const. ⇥ �n

f (k)n = p
n
ke

pk x� y

pk + qnke
qkx� y

qk ⇥ f
(k)

n+2
= p2k p

n
ke

pk x� y

pk + q2k q
n
ke
qkx� y

qk ⇤ f (k)n ⇥ p2k = q
2
k

�⇥ qk = �pk �⇥ f
(k)

n+2
= p2k f

(k)
n =⇤ ⇥n+2 = � ⇥n, � =

N�

i=1

p2i

2DTL
1

2
DxDy ⇥n · ⇥n = ⇥n+1⇥n�1 � ⇥2n =⇤

�⌅⌅⌅⌅⌅⇤
⌅⌅⌅⌅⌅⇥

1

2
DxDy ⇥0 · ⇥0 =

1

�
⇥2
1
� ⇥2

0

1

2
DxDy ⇥1 · ⇥1 = �⇥20 � ⇥21

sinh-Gordon

2DTL → Sinh-Gordon:  τ函数に制限を加えて条件を実現する qn+2 = qn

�n = det
�

f (i)
n+ j�1

�
i, j=1,...,N

ソリトン解：

v = q
0

� q
1

= log

��1

�
1

�2

0

= log

�2

1

�2

0

� log �双線形方程式：



Sinh-Gordon 方程式の双線形方程式とCasorati行列式解
vxy = �4 sinh v, v = 2 log

⇥1
⇥0
� log �

⇥⇧⇧⇧⇧⇧⌅
⇧⇧⇧⇧⇧⇤

1

2
DxDy ⇥0 · ⇥0 =

1

�
⇥21 � ⇥20

1

2
DxDy ⇥1 · ⇥1 = � ⇥20 � ⇥21

⇥n =

�������������

f
(1)
n f

(1)

n+1
· · · f

(1)

n+N�1
...

... · · · ...

f
(N)
n f

(N)

n+1
· · · f

(N)

n+N�1

�������������

,

f (k)n = pnke
pkx� y

pk
+�k0 + (�pk)ne�

�
pk x� y

pk

⇥
+⇤k0 , ⇥ =

N⇤

i=1

p2i

 Sine-Gordon方程式への簡約
sinh-Gordon方程式

⇥2v

⇥x⇥y
= �4 sinh v �⇥ v = i� ⇤ iR �⇥

sine-Gordon方程式

⇥2�

⇥x⇥y
= �4 sin �

ν：純虚数という制約をτ函数のレベルで実現するのは自明ではない

Gram行列式が便利！ （太田さんの講演）

Sine-Gordonへの簡約

Casorati行列式では ととればよいことが示される．�i0 � R, �i = �i2



3：Bäcklund 変換

内容とキーワード

　双線形方程式の算術を用いたBTの導出 

　BTからのLax形式の導出 

　（BTから新しい解を作る）



Bäcklund 変換 (1)

定理（戸田格子のBT）： τn を戸田格子の解とする．
1

2
D
2
t
�n · �n = �n+1�n�1 � �2n (★)

パラメータ λ1, λ2, λ3に対し，もし

�n

が次を満たせば

Dt ⇥n · ⇥n = �1⇥n+1⇥n�1 � �2⇥n⇥n
Dt ⇥n+1 · ⇥n = �

1

�1
⇥n⇥n+1 + �3⇥n+1⇥n

(☆)

�n

も（★）を満たす. 逆に，もし �n が（★）を満たし,

かつ τn が（☆）を満たせば, τn も（★）の解である.

 証明：

P =

�
1

2
DxDy �n · �n � �n+1�n�1 + �2n

⇥
(�n)

2 � (�n)2
�
1

2
DxDy �n · �n � �n+1�n�1 + (�n)2

⇥

τn が（☆）を満たし �n が（★）を満たすとき，P=0を示せばよい.



Key： 広田微分の「交換公式」

命題：任意の x, y, �n, �n について，次の公式が成り立つ

(1)
⇧
DxDy �n · �n

⌃
�2n � (�n)2

⇧
DxDy �n · �n

⌃
= 2Dx

⇤
Dy �n · �n

⌅
· �n�n,

(2) Dx (�n+1�n�1) · (�n�n) =
�
Dx �n+1 · �n

⇥
�n�1�n + �n+1�n

�
Dx �n�1 · �n

⇥

直接検証できる．広田の本に，類似の公式を組織的に生産するエレガントな方法が載っている．

Bäcklund 変換 (2)

P =
�
1
2

D2
t �n · �n � �n+1�n�1 + �

2
n

�
(�n)2 � (�n)2

�
1
2

D2
t �n · �n � �n+1�n�1 + (�n)2

�

= Dt
�
Dt �n · �n

� · �n�n + �n�n+1�n�1�n + �n�1�n�n�n+1 � exchange formula (1)

= D

t

�
D

t

�
n

· �
n

� �1�n+1�n�1
� · �

n

�
n

+ �1
�
D

x

�
n+1 · �n

+ ��1
1 �n

�
n+1
�
�

n�1�n

+ �1
�
D

x

�
n

· �
n�1 + �

�1
1 �n�1�n

�
�

n

�
n+1

� exchange formula (2)

then P becomes 0．q.e.d.

Therefore, if

Dt �n · �n � �1�n+1�n�1 = ��2�n�n �� 1st term: Dt f · f = 0

Dt �n+1 · �n = �
1
�1
�n�n+1 + �3�n+1�n �� 2nd,3rd term: �3 terms cancel



Bäcklund 変換 (3)

qn = log
�n�1
�n
, qn = log

�n�1
�n
, 1DTL:

d2qn

dt2
= eqn�1�qn � eqn�qn+1

Dt ⇥n · ⇥n = �1⇥n+1⇥n�1 � �2⇥n⇥n

Dt ⇥n+1 · ⇥n = �
1

�1
⇥n⇥n+1 + �3⇥n+1⇥n

�⇤
�
log ⇥n

⇥⌅ � �log ⇥n
⇥⌅ = �1

⇥n+1⇥n�1
⇥n⇥n

� �2
�
log ⇥n+1

⇥⌅ � �log ⇥n
⇥⌅ = � 1

�1

⇥n⇥n+1
⇥n+1⇥n

+ �3

　BT：

（upper）n-1 - （lower）n-1：
�
log
⇥n�1
⇥n

⇥⇤
= �1

⇥n⇥n�2
⇥n�1⇥n�1

+
1

�1

⇥n�1⇥n
⇥n⇥n�1

� �2 + �3 �⇥ dqn

dt
= �1e

�qn+qn�1 +
1

�1
eqn�qn � �2 + �3

（upper）n - （lower）n-1：
�
log
⇥n�1
⇥n

⇥⇤
= �1
⇥n+1⇥n�1
⇥n⇥n

+
1

�1

⇥n�1⇥n
⇥n⇥n�1

� �2 + �3 �⇥ dqn

dt
= �1e

�qn+1+qn +
1

�1
eqn�qn � �2 + �3

第1章に現れたBTと同じ！

に注意．Dt f · g
f g

=
f ⇤g � f g⇤

f g
=
f ⇤

f
� g

⇤

g
=
�
log f

⇥⇤ � �log g⇥⇤



　BT からLax形式を得る：

Dt ⇥n · ⇥n = �1⇥n+1⇥n�1 � �2⇥n⇥n

Dt ⇥n+1 · ⇥n = �
1

�1
⇥n⇥n+1 + �3⇥n+1⇥n

�⇤
⇥⌅
n
(⇥n�n+1) � ⇥n(�n+1⇥n)⌅ = �1⇥n+1⇥n�1�n � �2⇥2n�n+1

⇥⌅
n+1(�n+1⇥n) � ⇥n+1(�n+1⇥n)⌅ = �

1

�1
⇥n⇥n+1�n+2 + �3⇥n+1⇥n�n+1

�⇥
��⇤

n+1 = �1
⇥n+1⇥n�1
⇥2
n

�n � �2�n+1

��⇤
n+1 +

�
log
⇥n+1
⇥n

⇥⇤
�n+1 = �

1

�1
�n+2 + �3�n+1

�⇥
�⇤
n
= ��1(1 + Vn�1)�n�1 + �2�n

�⇤
n
= �(In + �3)�n +

1

�1
�n+1

�⇥ �1(1 + Vn�1)�n�1 � In�n +
1

�1
�n+1 = (�2 + �3)�n

�⇤
n
= ��1(1 + Vn�1)�n�1 + �2�n

Bäcklund 変換 (4)
Put �n = �n�n+1 !

��
(1 + Vn�1)�n�1 + In�n + �n+1 = ��n

��n = (1 + Vn�1)�n�1
Lax Form

where �1 = �1, �2 = 0, �3 = ��.
or (��1)ne�2t�n � �n, �3 = ��.



Bäcklund 変換 (7)
　2次元戸田格子のLax 形式 ： �n = �n�n+1
�⌅⌅⌅⌅⇤
⌅⌅⌅⌅⇥

⇥y�n = ��1(1 + Vn�1)�n�1 + �2�n

⇥x�n = �(In + �3)�n +
1

�1
�n+1

両立条件 ⇥x(⇥y�n) = ⇥y(⇥x�n) ⇥ 2DTL

　BTの簡約： 方程式の簡約と同じ 

   1DTL:  t = x+y, s = x-y としてs依存性を落とす 

　Sinh-Gordon, Sine-Gordon: 2周期性を課す

Sine-Gordon 方程式のBT  (A.V. Bäcklund, 1875)
�
⇧⇧⇧⇧⇤
� � �
2

⇥
⌃⌃⌃⌃⌅
y

= �2⇥1 sin
� + �

2

�
⇧⇧⇧⇧⇤
� + �

2

⇥
⌃⌃⌃⌃⌅
x

= � 2
⇥1
sin
� � �
2

�⇥
�xy = �4 sin �

�xy = �4 sin �

負の定曲率曲面の変換を記述する



チュートリアルの展望(1)

 離散可積分系入門（筧） 
チュートリアルの基本講義第2弾．解の構造を保ったまま（可積分性を保ったまま）微
分方程式を差分方程式に拡張する手法（可積分系の離散化）を講義します． 

可積分系の厳密解とGram行列式(太田) 
可積分系を応用する際に，例えば Sinh-Gordon 方程式から Sine-Gordon 方程式を得るときのように解に
純虚数であることを要請したり，ある変数と別の変数が複素共役であるという条件を課したり，または
空間に対称性を入れたりすることが必要な場合があります．しかし，そのような場合に解を具体的に作
ることはしばしば容易ではありません．そのようなとき，Casorati 行列式でなく，解のGram行列式表示
を用いると便利です．この講義では Gram 行列式の技法の入門を行います． 

平面曲線の離散微分幾何 (松浦) 
本格的な離散微分幾何の入門として，まずは取り扱いやすい平面曲線の幾何とその離散化を議論します．
(modified) Korteweg-de Vries 方程式などの可積分系の基本方程式が自然に現れる様子と，離散可積分系
とうまく整合性の取れた幾何の枠組みが講義されます．



チュートリアルの展望(2)

 可積分系のテータ関数解（中屋敷） 
可積分系においてソリトン解と同様に重要な解のクラスにテータ函数で表示される「準周期解」と呼ば
れるクラスの解があり，周期的な解や，閉曲線や閉曲面を記述します．この講義では準周期解を扱う上
での基本的な事項を取り扱います． 

 可積分幾何入門（井ノ口) 
本チュートリアルの中核講義の一つです．離散微分幾何の離散曲面論を議論するには，可積分構造を持っ
た曲面を理解する必要があります． 例えば平均曲率曲面や負の定曲率曲面でsinh-Gordon 方程式や sine-
Gordon 方程式が重要な役割を果たします． この講義ではそのような曲面の基礎理論を取り扱います． 

 離散可積分曲面論入門（小林） 
離散微分幾何の日本における期待の若手研究者によるチュートリアルの中核講義で，離散曲面論の入門
を行います．可積分系の理論と微分幾何のコラボレーションを楽しみ，将来の応用の可能性を想像して
みてください．


